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Resumo

As equagobes diferenciais fazem parte de uma teoria bastante significativa na Matema-
tica, tanto devido a sua natureza intrinseca, que engloba uma ampla gama de conceitos,
quanto pela sua extensa aplicabilidade em diversas areas do conhecimento. Embora exis-
tam varios métodos sisteméticos para determinar solugoes de equagoes diferenciais, ainda
assim, enfrentamos consideraveis desafios ao resolver certos tipos especificos delas. As-
sim, o objetivo deste estudo é introduzir o Método da Série de Poténcias para Solugoes
de Equagoes Diferenciais Ordinéarias em torno de Pontos Ordinarios, o que nao ¢ comum
nos cursos iniciais dos Céalculos Diferencial e Integral. Isso foi realizado por meio de uma
pesquisa bibliografica, na qual foram consultadas as principais fontes utilizadas nos cursos
de Equagoes Diferenciais de graduagao. Inicialmente, foram explorados conceitos funda-
mentais relacionados as equacoes diferenciais, incluindo a discussao sobre a existéncia e
unicidade de solugdes, bem como a obtencao da solucao geral para equagoes diferenci-
ais lineares, tanto homogéneas quanto nao homogéneas. Além disso, foi revisada a teoria
essencial das séries numeéricas e das séries de poténcias para dar continuidade a este tra-
balho. Posteriormente, foi apresentado o Método da Série de Poténcias para Solucao de
Equacgoes Diferenciais Ordinarias em Torno de Pontos Ordinarios e por fim aplicamos
o método para obter a solucao da Equacao de Legendre. A partir do desenvolvimento
deste trabalho, pode-se concluir que, mesmo havendo a garantia da existéncia de solugoes
para uma dada equacao diferencial, nem sempre é possivel expressé-la em termos de fun-
¢oes elementares, ou seja, fungoes polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e

logaritmicas. Isso destaca a importancia do estudo do método da série de poténcias.

Palavras-chave: FEquagoes Diferenciais. Solucoes de EDO. Série de Poténcia. Método
da Série de Poténcia.



Abstract

Differential equations are part of a very significant theory in Mathematics, both due to
their intrinsic nature, which encompasses a wide range of concepts, and their extensive
applicability in different areas of knowledge. Although there are several systematic meth-
ods for determining solutions to differential equations, we still face considerable challenges
in solving certain specific types of them. Thus, the objective of this study is to introduce
the Power Serie Method for Solutions of Ordinary Differential Equations around Ordinary
Points, which is not common in initial courses in Differential and Integral Calculus. This
was carried out through bibliographical research, in which the main sources used in under-
graduate Differential Equations courses were consulted. Initially, fundamental concepts
related to differential equations were explored, including the discussion on the existence
and uniqueness of solutions, as well as obtaining the general solution for linear differential
equations, both homogeneous and non-homogeneous. Furthermore, the essential theory
of numerical series and power series was revised to continue this work. Subsequently, the
Power Serie Method for Solving Ordinary Differential Equations Around Ordinary Points
was presented and finally we applied the method to obtain the solution of Legendre’s
Equation. From the development of this work, it can be concluded that, even though
there is a guarantee of the existence of solutions for a given differential equation, it is not
always possible to express it in terms of elementary functions, that is, polynomial, ratio-
nal, trigonometric functions, exponential and logarithmic. This highlights the importance

of studying the power serie method.

Keywords: Differential Equations. EDE Solutions. Power Serie. Power Serie Method.
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Capitulo 1

Introducao

O termo equagao diferencial sugere a resolucao de um tipo de equagao que envolve
derivadas. Ela surge no século XVII, a partir da génese dos Céalculos Diferencial e Integral,
cuja cria¢do ¢é associada a Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716). O campo de estudo das equagoes diferenciais figura um importante segmento da
Matematica, pois estas equagoes formulam ou descrevem intiimeros problemas do mundo
real em termos matematicos, por conta disso muitos matematicos dedicaram-se ao estudo
dessas equacoes.

Os irmaos Jakob Bernoulli (1654-1795) e Johann Bernoulli (1667-1748) contribuiram
significativamente para o estudo das equagoes diferenciais. Eles foram pioneiros no de-
senvolvimento de técnicas e métodos para a resolucao de equagoes diferenciais e fizeram
avancgos importantes nessa area.

Jakob, em seu trabalho “Ars Conjectandi” publicado em 1713, introduziu o conceito
de equacoes diferenciais de primeira ordem e as solugoes exatas para algumas classes
especificas dessas equagoes. Além disso, desenvolveu técnicas para resolver equagoes dife-
renciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. Essas contribuicoes foram
fundamentais para o desenvolvimento posterior da Teoria das Equagoes Diferenciais.

O seu irmao também fez importantes contribui¢oes para o estudo das equagoes dife-
renciais. Johann trabalhou extensivamente com equacoes diferenciais nao lineares e de-
senvolveu técnicas para resolver equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com
coeficientes varidveis. Além do mais, contribuiu para o desenvolvimento da teoria das
equagoes diferenciais parciais.

Leonhard Euler (1707-1783), considerado o maior mateméatico do século XVIII, emer-
giu como um dos principais estudiosos na Teoria das Equagoes Diferenciais. Ele desenvol-
veu técnicas sistemaéticas para resolver uma ampla gama de equacoes diferenciais ordina-
rias e parciais, incluindo equacoes lineares e nao lineares. E atribuido a Euler o método da
separacao de variaveis, bem como o desenvolvimento de técnicas para resolver equacoes

diferenciais por meio da expansao em série de poténcias. Ele mostrou que as solucoes de
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muitas equacoes diferenciais podem ser expressas como séries infinitas e utilizou as pro-
priedades das séries para encontrar solugoes aproximadas ou exatas para essas equagoes.
Além disso, desenvolveu o método dos coeficientes a determinar para resolver equagoes
diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes.

Esses sao apenas alguns dos métodos de resolugao de equacgoes diferenciais atribuidos
a Fuler. Sua abordagem sistemética para resolver equagoes diferenciais e sua énfase no
desenvolvimento de métodos gerais e técnicas analiticas tiveram um impacto significativo
na teoria e na pratica das equagoes diferenciais. Seu trabalho estabeleceu as bases para o
estudo e o avango posterior dessa area da Matematica.

Durante o século XIX, matematicos como Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Au-
gustin Cauchy (1789-1857) avancaram ainda mais no estudo das equagdes diferenciais.
Lagrange desenvolveu a teoria das equagoes diferenciais parciais e introduziu o conceito
de fungoes lagrangianas. Cauchy fez importantes contribui¢oes para a teoria da soluc¢ao
de equagoes diferenciais.

No século XX, a Teoria das Equacoes Diferenciais foi ampliada e aprofundada. Henri
Poincaré (1854-1912) contribuiu para a Teoria dos Sistemas Dinamicos e estudou a estabi-
lidade e o caos em equagoes diferenciais. Métodos numéricos também foram desenvolvidos
para resolver equagoes diferenciais que nao tém solucoes analiticas exatas, ou seja, solu-
¢oes que nao podem ser expressas por meio de fungoes elementares: func¢oes polinomiais,
fungoes racionais, fungoes trigonométricas, fungoes exponenciais e func¢oes logaritmicas.
Além disso, se iniciou o estudo mais abstrato sobre a existéncia e unicidade de solugoes.

Devido a sua aplicabilidade, as equacoes diferenciais se fazem presentes em diversas
areas do conhecimento cientifico, como na Fisica, nas Engenharias, na Economia, na Satude
e Ciéncias Sociais Aplicadas, entre outras areas. Na Fisica, por exemplo, as equacoes
diferenciais sao utilizadas na formulagao da lei do movimento de Newton que descreve
o movimento de um objeto sob a influéncia de forgas. Elas também sao usadas para
descrever fenomenos como a difusao de calor, a propagacao de ondas e o comportamento
de sistemas quanticos. Além da Fisica, as equacoes diferenciais podem ser observadas nas
Engenharias para descrever o comportamento de circuitos elétricos, sistemas de controle,
processos de transferéncia de calor e massa, dindmica de fluidos, mecéanica estrutural e
muitos outros fenémenos encontrados nesse ramo. Ja na Economia as equagoes diferenciais
sao usadas para modelar e analisar fendmenos econdémicos. Por exemplo, elas sao usadas
para descrever o comportamento das taxas de juros, a dindmica da inflagao e o crescimento
econdmico. Essas sao apenas algumas das muitas aplicagoes das equagoes diferenciais.

Apesar de existir diversos métodos sistematicos para encontrar solugoes de uma equa-
cao diferencial, ha, ainda, imensa dificuldade em solucionar certos tipos de equacgoes di-
ferenciais. Nesse sentido, esta monografia tem o objetivo de investigar o método da série
de poténcias, como um procedimento alternativo para solucionar as equacoes diferenciais.

Daremos énfase as equagoes diferenciais ordinérias lineares com coeficientes variaveis, por
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conta das dificuldades encontradas para determinar a solucao dessa classe de equacoes.

O presente trabalho foi segmentado em capitulos, abordando conceitos essenciais para
o seu desenvolvimento, bem como a teméatica central: o método da série de poténcias. Os
capitulos dois a cinco sao dedicados a parte tedrica necessaria.

No segundo capitulo, faremos uma introdugao as equagoes diferenciais, apresentando
algumas terminologia e defini¢bes bésicas.

No terceiro capitulo, trataremos de estudar a teoria subjacente as equacoes diferen-
ciais lineares de ordem n. Analisaremos quais condi¢oes devem ser cumpridas para que
uma equagao diferencial admita solugao unica. Ademais, serao apresentados métodos para
encontrar a solucao geral dessas equagoes.

No quarto capitulo, daremos uma pausa no estudo das equagoes diferenciais para nos
concentrarmos nas séries numéricas. Especificamente, sera estudado o conceito de conver-
géncia e divergéncia, bem como os testes para determinar quando uma série converge ou
nao. Utilizaremos esses conceitos para abordar as séries de poténcias, visando representar
funcoes por meio de expansoes em série, e também explorar o conceito de derivadas de
séries.

No quinto capitulo, iremos nos dedicar ao estudo do método da série de poténcias.
Além disso, estudaremos a Equacao de Legendre, que aparece em vérias areas da Mate-
matica e da Fisica, particularmente em problemas que envolvem simetria esférica.

A fim de alcangar o objetivo geral desse trabalho, utilizamos como metodologia a

pesquisa bibliogréafica. Sobre essa metodologia, Boccato alega que

A pesquisa bibliografica busca a resolugdo de um problema (hipdtese)
por meio de referenciais tebricos publicados, analisando e discutindo as
varias contribuigoes cientificas. Esse tipo de pesquisa traré subsidios para
o conhecimento sobre o que foi pesquisado, como e sob que enfoque e/ou

perspectivas foi tratado o assunto apresentado na literatura cientifica

(BOCCATO), 2006, p. 266).

Desse modo, a pesquisa bibliografica ¢ de suma importancia, inclusive para outros
tipos de pesquisa, haja vista que possibilita o pesquisador conhecer o que ha produzido
sobre o tema até o momento de sua pesquisa.

As principais obras consultadas na elaboragao deste trabalho foram: |Apostol (1988,
Volume 1)), Boyce e Diprima/ (2011)), |Guidorizzi (2013, Volume 4),Ince (1956]), |Leithold
(1994, Volume 2), [Lima, (2014, Volume 1)), [Yartey e Ribeiro| (2017)), [Zill e Cullen| (2001,
Volume 1)).

E importante destacar que devido & extensa aplicabilidade das equacoes diferenciais
nas areas das Ciéncias e das Engenharias, este estudo se faz relevante. Além disso, trare-
mos uma abordagem de facil compreensao e riqueza de detalhes dos contetidos estudados,
porquanto esta monografia pode auxiliar os alunos que cursam a disciplina de Equagoes

Diferenciais Ordinarias ou em disciplinas que esse campo se faz presente em sua ementa.



Capitulo 2

Introducao as Equacoes Diferenciais

Este capitulo sera o nosso ponto de partida no estudo das equacgoes diferenciais. Aqui,
trataremos de algumas defini¢oes bésicas e terminologias necesséarias para o desenvolvi-

mento deste trabalho.

2.1 Definicoes Basicas e Terminologia

Na introducao deste trabalho, vimos, de forma concisa, que uma equacao diferencial
sugere a resolucao de um tipo de equagao envolvendo derivadas. Agora, sera apresentada

ao leitor uma definicao matematica rigorosa de equacao diferencial.

Definicao 2.1. Uma equagao que contém derivadas ou diferenciais de uma ou mais varia-
veis dependentes, em relagao a uma ou mais variaveis independentes, é chamada equacao
diferencial (ED).

Em outras palavras, uma equacao diferencial é uma relagao que envolve uma fungao

desconhecida, ou seja, uma “fungao incégnita”, e suas derivadas ou diferenciais.

Exemplo 2.1.

y'(x) +y(z) =0,
Yy (@) + (sen t)y"(z) + 5ay(z) =0,

v*ydy + (y* — x)dx =0,

du dv_
dr  dz U
Ou_ ov
oy~ ow

Pu_ P ou
or2 02 ot’

sao exemplos de equacoes diferenciais.
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Observe que podemos utilizar as seguintes notacoes para expressar a funcao incognita

e suas n-ésimas derivadas em uma equagao diferencial:

(), f'(x), f'(2), ... (),

v, v,y ™,

e a notagao atribuida a Leibniz
dy d*y d™y
Yde de? T

Observacao 2.1. E convencionado que os simbolos dz e dy, como aparecem na equacao
?ydy + (y* — x)dx = 0,

do Exemplo 2.1}, é o que se obtém ao multiplicar toda a equagao por dz. Assim, ndo

devemos nos preocupar com o significado de cada simbolo mencionado acima.

2.1.1 Classificagao

As equagoes diferenciais sao classificadas sob alguns aspectos, como: o tipo (ordinaria

ou parcial), a ordem e a linearidade (linear ou nao-linear).

Definigao 2.2. Uma equagao diferencial é dita ordinaria quando a fungao incognita de-
pende apenas de uma variavel independente. Neste caso, as derivadas que aparecem na

equacao diferencial sao apenas derivadas ordinarias simples.

Exemplo 2.2. As equagoes diferenciais

sao ordinéarias.

Definicao 2.3. Uma equagao diferencial é dita parcial quando a funcao incégnita depende
de mais de uma variavel independente. Neste caso, as derivadas que aparecem na equagao

diferencial serao derivadas parciais.

Exemplo 2.3. As equagoes

Ou _ o (0u  Ou
o \o2 82 )

Pu (82u 82u>

- _|_ -
ot? ox?  Oy?
sao parciais.
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Definicao 2.4. A ordem de uma equacao diferencial ¢ a ordem da mais alta derivada.
Exemplo 2.4. As equagoes diferenciais
dy

2 _py=1
d,]j y Y

sao ordinarias de primeira, segunda e terceira ordem, respectivamente.

Exemplo 2.5. As equacoes diferenciais

oo
Yor yay -
Ny ou?
2— _— =
9t + ot? 0

sao parciais de primeira e quarta ordem, respectivamente.

A partir de agora, as definigoes que se seguirao neste trabalho serao todas relaciona-

das as equagoes diferenciais ordinarias de ordem n, que simbolicamente denotaremos da

dy d™y
F —....,—— | =0. 2.1
(’CE’ y? d:L" Y d"I}n) 0 ( )

Quando nao houver possibilidade de equivocos, iremos nos referir & equagao ([2.1), por

seguinte maneira:

“equacao diferencial” ou simplesmente “equacao”.

Definicao 2.5. Uma equagao diferencial é dita linear, quando pudermos escrevé-la na
seguinte forma:

dny dn—ly
dx™ dxn—1

Caso contrario, a equacao é dita nao-linear.

+o P 4 By = Q).

Fu(z) dx

+ Pn—l(x)

Note que na Defini¢ao 2.5 a poténcia de cada termo envolvendo a fungdo incognita
e as suas derivadas ¢é igual a 1. Além disso, cada coeficiente é uma funcao que depende

somente de uma variavel independente, neste caso x.

Exemplo 2.6. As equacoes diferenciais

dy
i -0
Py dy
—— 2= =0
dz? dx Y ’
a3 d? d
BEY 2l + 322 + 5y = e”,

da3 dx? dx

sao ordinarias lineares de primeira, segunda e terceira ordens, respectivamente.
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Exemplo 2.7. As equacoes diferenciais

Py dy

dz? de
d3y

3 2
Y =0
dx3 y b

sao ordinarias nao-lineares de segunda e terceira ordens, respectivamente.

2.2 Solucao de uma Equacao Diferencial

Ao estudarmos as equagoes diferenciais, nos deparamos com o seguinte problema: dada
uma equagao, por exemplo, do tipo
y =y, (2:2)

definida em um subconjunto dos ntimeros reais, encontre pelo menos uma fungao ¢(x) = y
de modo que satisfaga a equagao dada. Podemos observar que a equagao (2.2)) tem como
uma solugao a fungao exponencial ¢ (z) = €”. De fato, calculando a derivada primeira da

fungao o1 (z), obtemos:

Por outro lado, a fun¢ao ys(x) = 2¢* também é solugao da equagao . Com efeito,
o) = 2€”.
Substituindo na equacao , teremos a identidade:
2e" = 2e”.

De modo geral, a equagao (2.2)) admite como solugao a familia de fungoes p(z) = ke”,
com k uma constante real. Podemos concluir que uma dada equacao diferencial pode

possuir um numero infinito de solugoes distintas.

Definicao 2.6. Uma solucao explicita ou simplesmente uma solugao para uma equacao
diferencial (2.1) ¢ uma fungdo y = (), definida em algum intervalo I, que possui pelo

menos n derivadas continuas em I e que satisfaz a equagao diferencial ([2.1]). Isto é,

F (2, 0(x),¢ (7),...,0™(x)) = 0.

Quando nao houver possibilidade de confusao em relacao a variavel da solugao, escre-

veremos apenas ¢ em vez de ().
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Exemplo 2.8. Verifique se a fungao
o)=L+ 2, (2.3)
sendo k uma constante real, é uma solucao da equagao diferencial
zy +y=a°, (2.4)
em um intervalo I C R\{0}.

Solugao: Observe que podemos escrever a equagao ([2.4]) da seguinte forma:

F(z,y,y) =2y +y—a>=0. (2.5)
Sendo
(z) x? n k
r)=—+—
¥ 3 )
entao a sua derivada primeira é:
2k
/ = —— —

2r  k D )
F(z,p,¢) = $(?—ﬁ)+(§+5>—ﬂ7

= aj—__|___x

= 0.

Logo, a fungao (2.3 ¢ uma solugao para a equagao ([2.4)), pois satisfaz a equagao.
Em uma equacao diferencial, também podemos obter uma solucao na forma implicita,

ou seja, como uma rela¢do do tipo ¢(z,y) = 0.

Definigao 2.7. A expressao ¢(x,y) é dita solugao implicita da equagao diferencial ([2.1])
se esta da origem a pelo menos uma fung¢ao ¢(x) definida em um intervalo I, tal que ¢(x)

¢ uma solucao explicita da equagao diferencial ([2.1)) no intervalo I.
Para ilustrar a definicao anterior, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.9. Mostre que a relagao x? + 4> — k = 0, sendo k > 1 uma constante real, é

solugdo na forma implicita da equagao diferencial F(z,y,y') = yy’ + z = 0, no intervalo
(—1,1).
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Solugao: Note que, da relacao z2 + y?> — k = 0, obtém-se as seguintes funcoes:
p@) =VE—2 e ga0)= —Vi—a,

definidas em (—1, 1). Calculando a derivada primeira da funcdo ¢, obtemos
-z
/
T) = ———.
A==

Substituindo a fungao ¢ e a sua derivada primeira na equagao diferencial dada, temos:
—x
Fleplo)gtlo) = (V=) - (=) +o =0
-

A demonstragao para @9 é anédloga.

Isso mostra que a relacio 22 + y> — k = 0, k > 1, satisfaz a equacdo diferencial
yy' = —x, sendo, portanto, uma familia de solugoes.

Dos Exemplos e pode-se observar que se considerarmos uma constante especi-
fica, entao obteremos uma solugao particular da equacao diferencial. Além disso, se uma
solugao compreende n constantes reais quaisquer ki, ks, ..., k,, entao ela é uma familia a
n-parametros de solugoes da equacao diferencial. Nos exemplos mencionados, temos uma

familia a 1-parametro de solugoes.

2.2.1 Solucao Geral

A seguir, iremos enunciar o lema conhecido como método da integracao sucessiva, que
ird nos ajudar a resolver alguns tipos de equacoes diferenciais integrando-as sucessiva-

mente. Este sera o primeiro método apresentado para resolver equagoes diferenciais.

Lema 2.1. Se uma equagao diferencial ordinaria de ordem n é da forma

Y _ ), (2.6)

dxn

entao, sua solugao é obtida de maneira direta por integragcoes sucessivas.

Demonstragao. A prova ¢é feita integrando ambos os membros da equacao (2.6) um

nimero n de vezes. |
d
Exemplo 2.10. Encontre a solucao da equacao diferencial d_y = cos(x) + 2.
x

Solugao: Primeiramente, vemos que a equagao diferencial ¢ da forma da equagao (12.6]).
Desse modo, podemos utilizar o Lema [2.1] Integrando a equagdo em ambos os membros,

obtém-se:
y = /(cos(m) + 2x)dx
y = sen(x)+a* +k,

k € R. Portanto, y = sen(x) + 2% + k, com k uma constante real, é a solugio geral da

equacao diferencial.
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Exemplo 2.11. Encontre a solucao da equagao diferencial

d?y 1
—= =202° — —.
dz? T

Solugao: Como a equagao diferencial é da forma da equagao ([2.6), podemos utilizar o

Lema 2.1} Integrando, temos que:

dy |
dy zt 1

= = 20—+ —+k
dx 4 tetm
d 1
ey
dx T

k1 € R. Agora, integrando novamente, temos:

1
y = /<5$4+E+k’1)das

5
y = 5~€+ln|xl+k1x+k2

y = z°+Injx| + ko + ks,

ky € R. Portanto, y = 2° + In|x| + kiz + ko, com ky, ke constantes reais, é a solugao da
equacgao diferencial.

Nos Exemplos e 2.11], as solugbes encontradas possuem, respectivamente, uma
constante k e duas constantes kq e ko, que chamamos de parametros. Com isso, definiremos

o conceito de solugao geral de uma equacao diferencial ordinéaria de ordem n.

Definigao 2.8. A solucao geral de uma equagao do tipo ([2.1)) ¢ uma familia a n-parametros

de solugoes que contém todas as solugoes da equagao (2.1) em um intervalo 1.

Exemplo 2.12. Segue do Exemplo que y = sen(z) + z? + k ¢ uma familia a 1-
parametro de solugoes. Ja do Exemplo segue que y = x° + In|z| + kyx + ko € uma

familia a 2-parametros de solugoes.



Capitulo 3

Equacoes Diferenciais Lineares de

Ordem n

Dedicamos este capitulo ao estudo das equagoes diferenciais lineares de ordem n. Ini-
cialmente, iremos estudar a teoria subjacente as equagoes lineares, analisaremos quais
condic¢oes devem ser cumpridas para que a equacao diferencial admita uma tnica solucao
num intervalo I. No restante deste capitulo, estudaremos métodos para encontrar a so-
lucao geral para uma equagao linear com coeficientes constantes. Salientamos que grande
parte dos teoremas serao enunciados para o caso n = 2, bem como suas demonstracoes.

No entanto, faremos uma generalizacao dos mesmos sem demonstré-los.

3.1 Teoria Preliminar

A principio, iremos nos ater a teoria geral sobre as equagoes diferenciais lineares de
ordem n, relembrando conceitos estudados no capitulo anterior e introduzindo novos con-
ceitos para este tipo de equagao.

Vimos, na Definigao[2.5, que uma equacao diferencial linear de ordem n é toda equagao

diferencial que pode ser expressa da seguinte maneira:

dny dn—ly dy
T T Pu1(2) g e Pi(a) o+ Ro(a)y = Q) (3.1)

Para realizar o estudo da equagao (3.1)), supomos Py(x), Pi(x),..., Py_1(z), P.(x) e

Q(z) continuas em um intervalo aberto I. Além disso, supoe-se que P,(z) é diferente da,

Bu()

funcao identicamente nula, para todo x em I. Por conta disso, a equagao diferencial ({3.1])

pode ser reescrita, dividindo-a por P,(x), como:

dn dnfl
Y pa(x)

dzn T +P1(l’)@ + po(x)y = q(x), (3.2)

dxn—1 dx

poi(z) = Téx)7 coop() = ]];L(i;,po(x) =P eq(z) = Po(e)
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Em particular, se n = 2, a equagao diferencial (3.2]) é reduzida a expressao:

Y p(@) 2 4 po(aly = gfa). (33

No caso em que a funcdo ¢(x) é identicamente nula, a equagao é dita homogénea.
Do contréario a equacao é dita nao homogénea. Além disso, quando os seus coeficientes
forem constantes, a equagao ¢ designada equacao diferencial linear de ordem n com
coeficientes constantes. Caso contrério, é designada equagao diferencial de ordem n com

coeficientes variaveis.

Exemplo 3.1. A equagao diferencial

xT

"= 2xyy +e”
¢ de ordem 2, porém nao linear por conta do termo 2xyy’.

Exemplo 3.2. A equagao diferencial
29" + 3y — 5y =10
é linear de ordem 2, homogénea, com coeficientes constantes.

Exemplo 3.3. A equagao diferencial

d? d
xd—x‘z + cos(:c)% + 2ty = e”

é linear de ordem 2, nao homogénea, com coeficientes varidveis.

Exemplo 3.4. A funcao p(z) = e* definida no intervalo I C R é uma solu¢ao da equagao

Solugao: Com efeito,
p(r) = ¢'(x) = ¢"(z) = €".
Substituindo ¢(z), ¢'(z) e ¢"(z) na equagdo dada, obtém-se:

€ 26 26—6 e = \u.

Logo, ¢(x) = e” satisfaz a equagao diferencial e, portanto, é uma solugdo para equagao.

Exemplo 3.5. A funcao ¢(x) = 23, definida no intervalo aberto I = (0, +00), ¢ solugao

da equacao diferencial
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Solugao: Com efeito,
o(x) =2° = ¢'(2) = 32° = Y'(v) = 6.

Substituindo ¢(z), ¢'(x) e ¢"(x) na equagao dada, obtém-se a identidade:
1

923

9 D 1 2 b
1
i

= z+5w
= 6x =¢"(2).

Logo, ¢(z) = x® satisfaz a equagao diferencial e, portanto, ¢ uma solugao para equagao.

3.1.1 Problema de Valor Inicial

Ao resolvermos um problema envolvendo equagoes diferenciais, podemos impor con-
digoes especiais relativas a funcao incognita e suas solugoes. Esse problema é conhecido

como Problema de Valor Inicial.

Definigao 3.1. Um Problema de Valor Inicial (PVI) de uma equagao diferencial linear

de ordem n, correspondente & equagao (3.2)), se refere as condigoes

y(wo) = wo
d
L) = -
m—1 n—
P (zo) = wY,
com o, Yo € Yp, - - - ,y(()"fl) valores previamente conhecidos.

Uma solugao para este PVI é uma solucao da equagao (3.2), satisfazendo as condigoes

iniciais impostas.
Exemplo 3.6. Verifique se a fungio ¢(z) = 9e2* — 773 & solucao para o PVI:

y' +5y +6y =
y(0) =
y'(0) = 3

Solugao: Com efeito,
o(r) =9 — Te ™ = /(z) = —18e 2" + 21 = ¢ (x) = 36e > — 63",
Substituindo (), ¢'(z) e ¢"(x) na equagao dada

y" 4 5y’ 4 6y = 0,
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obtém-se a identidade:
O +50 +6p = 36e % —63e 3 4 5(—18e %" + 21e ") 4 6(9e 2 — Te )
= 36e % —63e % — 90> + 105¢ " 4 Hde > — 42e™
= 0.
Logo, a funcao dada é solucao geral para a equacao diferencial y” + 5y’ + 6y = 0. Agora,
vamos verificar se a funcao ¢ atende as condigoes iniciais impostas. De fato,
0(0) = 9e 0 — 7730
0(0) = 9¢° —7¢°

e(0) = 2
(§]
¢'(0) = —18¢ 2% 421727
¢'(0) = —18¢e° 4 21€°
¢'(0) = 3.

Portanto, a funcao ¢ é solucao para o PVI.

Exemplo 3.7. Encontre a solucao para a equacgao diferencial
d?y
dx?

satisfazendo as condigoes iniciais y(0) = 2 e ¢/(0) = 0.

= —e " + sen(4x)
Solugao: Utilizando o Lema [2.1], teremos:

dx

d 1
% = e — Z—lcos(élw) + k1.

& _ /(—6_”” + sen(4x))dx

Utilizando novamente o lema anterior, obtemos:

1
y = / (6_I - Zcos(ékr) + kl) dx

1
y = —e ¥— 1—636n(4x) + k1x + ko.

Logo,

1
y=—e ¥ — 1—65671(435) + kix + ko

é uma familia a 2-parametros de solu¢oes para a equagao diferencial dada. Aplicamos as

condigoes iniciais para encontrar os valores ki e ks.
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e Para y(0) = 2 tem-se:

1
—6_0—1—6$en(4-0)+k1-0+k2 = 2
Ltk = 2
kg - 3

e Para ¢/(0) = 0 tem-se:
e’ — 2005(4 0)+k =0
l——+Fk =0
ki = —

Sendo assim, a solu¢ao para o PVI é:

1 3
y=—e%— Esen(llx) 3¢ + 3.

3.1.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

O teorema a seguir estabelece condigoes suficientes para que exista uma tnica solugao
para a equagao diferencial (3.2)), satisfazendo as condigoes iniciais ((3.4)).

Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade). Se as fun¢oes p;(z), pa(x), ..., pu_1(z) € q(x)
sdo todas continuagl|e diferencigveis em um certo intervalo aberto I, entdo existe somente
uma funcdo ¢(x) = y que satisfaz (3.2)) no intervalo I com as condigoes iniciais (3.4)).

Demonstragao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em [Ince (19561
p.78). [

Vejamos alguns exemplos da aplicacao do Teorema da Existéncia e Unicidade.

Exemplo 3.8. Verifique se a fungao ¢(r) = 3e¢** + ¢ ** — 3z é uma solugao para o

problema de valor inicial

y' — 4y =12z, y(0) = 4, ¥'(0) = 1.
Caso afirmativo, mostre que p(x) é a tunica solu¢ao do PVI.
Solugao: Com efeito,

o(r) = 3e* +e 2 — 3u,
¢ (z) = 6e** —2e % — 3,
(1) = 12e* + de .

Wer a Definigao
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Substituindo a funcao e a sua derivada segunda na equacao diferencial dada, obteremos
a seguinte identidade:
O —dp = 12* +4e " — 4(3e* + e % — 32)
= 12e*" 4+ 4e > — 126> —de™ > + 122
= 12z.

Logo, a funcdo ¢(z) satisfaz a equagao diferencial e, portanto, ¢ uma solugao da
equacgao. Agora, basta verificar se a solucdao para equacao diferencial dada satisfaz os
valores iniciais mencionados.

Temos que:

0(0) = 3e*"4+e?°-3.0=4

¢'(0) = 6e* -2 -3 =1.

Portanto, ¢(x) é uma solugao para o problema de valor inicial.

Agora, mostraremos a unicidade da solucao. Note que a equacao é linear, os seus
coeficientes, po(z) = —4,p1(x) = 0 e a fungdo ¢(z) = 12z s@o continuos e diferenciaveis
para qualquer z em algum intervalo I. Temos também que py(x) = 1 # 0, para todo [
contendo z = 0. Logo, pelo Teorema , a fung¢do () é a tnica solugao para o problema

de valor inicial.

Exemplo 3.9. Mostre que o problema de valor inicial

3y/// + 5yll _ y/ + 7y — O

y(1) =0
y'(1)=0
y'(1) =0

possui tUnica solu¢ao em algum intervalo I contendo z = 1.

Solugao: De fato, verifica-se que os coeficientes da equagao diferencial e a fungao ¢(z) = 0
(fungdo identicamente nula) sao todos continuos e diferenciaveis. Pelo Teorema [3.1] existe

uma dnica solucao em algum intervalo I contendo z = 1.

Exemplo 3.10. Mostre que o problema de valor inicial,

( 1/ 1 / 1
y+-oytry = —
T T
y(2) =0
y(2)=0
| y//<2) — O,
. 1 - : :
em que as fungdes pi(z) = —, po(z) = = e g(r) = —; estdao bem definidas no dominio
T T

[1,5], tem uma tnica solugao.
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- . 1 1
Solugao: De fato, as fungoes pi(r) = —, pp = v e ¢(r) = —; sdo todas continuas em
x

seu dominio e 2 € [1,5]. Logo, pelo Teorema , existe apenas uma Unica solugao para o
problema de valor inicial definida no intervalo [1, 5].
O exemplo a seguir trata-se de uma situacao em que o Teorema da Existéncia e

Unicidade nao pode ser aplicado.

Exemplo 3.11. Verifique a unicidade da solu¢ao da equacao diferencial
a?y" — dxy' + (2 + 6)y = 0,

satisfazendo as condigoes iniciais y(0) =0 e y'(0) = 0.

Solugao: A principio, iremos dividir a equacao dada pelo termo 22, obtendo:

4 22+ 6
Yy — -y + (e”+6) o >y = 0. (3.5)
e - 4
Note que as condigoes iniciais sdo calculadas em = = 0 e que as fungoes pi(x) = —— e
(22 +6) _ 5 , ) '
po = ——— nao estao bem definidas em = = 0. Logo, o Teorema 3.1 nao se aplica. No
x

entanto, pode-se notar que para qualquer valor de x # 0 em um intervalo I tal que 0 ¢ I,
o Teorema[3.1] garante a existéncia e unicidade de solugao para a equagao diferencial dada,
satisfazendo as condigoes iniciais impostas.

Vejamos exemplos de problemas de valor inicial sem nenhuma solugao e com infinitas

solugoes, respectivamente.

Exemplo 3.12. O problema de valor inicial

y =
y(0) =

nao admite solugao. Com efeito, utilizando o Lema ([2.1)), a solugao da equagao diferencial

1
T
0,

é:
1
y(x) = / — =dx = Inlz| + k,
x

k € R, a qual nao esta definida em x = 0. Portanto, ela nao pode satisfazer a condicao

inicial imposta, ou seja, y(0) = 0.
Exemplo 3.13. O problema de valor inicial
xy = 2y
{ y(0) = 0,
possui infinitas solugoes. Com efeito, a solucao da equagao diferencial é:
y(a) = ka?,

com k € R, a qual satisfaz a condigao inicial y(0) = 0 para todo k € R.
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Observacao 3.1. A continuidade das fungoes p;(x), com ¢ = 0,...,n, ¢(x), bem como
a hipotese p,(r) # 0 para qualquer = no intervalo I, s@o de suma importancia para
que possamos aplicar o Teorema [3.1} Caso contréario, ndo podemos fazer nenhum tipo de
afirmacao sobre a existéncia e unicidade da solu¢ao de um dado problema de valor inicial,

pois a sua solugao pode nao ser tinica ou até mesmo nao existir.

3.1.3 Dependéncia e Independéncia Linear

As defini¢oes apresentadas a seguir sao de grande importancia no estudo das equagoes

diferenciais lineares.

Definicao 3.2. Se ¢1(x), p2(2), ..., pn(z) sdo n fun¢des definidas para quaisquer valores

de x, em algum intervalo I, e oy, as, ..., a, sao constantes reais, a expressao

101 (2) + a2 (x) + - -+ + anipn(2)
designa-se combinacao linear das n fung¢oes dadas.

Definigao 3.3. Dizemos que um conjunto de n fungoes ¢;(x), po(x), ..., pu(z) € line-
armente dependente em um intervalo I, se existem constantes aq,as, ..., a, nao todas

nulas, tais que:

a101(x) + agpa(x) + -+ - + appp(z) = 0.

Do contrario, diremos que o conjunto das n fungoes é linearmente independente.

Exemplo 3.14. Mostre que as fungoes ¢1(x) = sen(2x) e @o(x) = sen(z)cos(x) sao

linearmente dependentes para quaisquer x reais.

Solugao: Buscamos oy, ay € R tais que:
agsen(2z) + agsen(x)cos(x) = 0. (3.6)
Como sen(2x) = 2sen(x)cos(x), temos:

2asen(x)cos(x) + agsen(x)cos(z) = 0

(204 + ag)sen(z)cos(x) = 0.
Dai

2@14‘012 = 0

Qg = —2CK1.

Logo, existem constantes a; e asp, nao todas nulas, de modo que vale a equagao (3.6]),

para todo x real. Em particular, a; = zeom= —1 satisfazem a equagao (|3.6]).
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Exemplo 3.15. Mostre que as fungoes p1(x) = 2% e ¢y(x) = x|z| sdo linearmente

independentes para quaisquer x reais.

Solugao: Suponhamos que ¢(xr) = x? e po(r) = z|z| sdo linearmente dependentes.

Logo, pela Defini¢ao [3.3] temos que existem constantes a1, s ndo todas nulas, tais que
a7 + aprlz| = 0.

Tomando x =1 e x = —1, obtemos o seguinte sistema:

o + oy =
a1 — Qo =
Resolvendo-o, concluimos que oy = 0 = ap, 0 que contradiz a nossa suposicao. Portanto,
©1(x) e po(x) sao linearmente independentes, para quaisquer x reais.
O proximo resultado fornece-nos um simples critério para determinar se um conjunto
de funcgoes é linearmente dependente ou linearmente independente. No entanto, antes

introduziremos o conceito de wronskiano de um conjunto de fungoes, necessario para o

critério.

Definicao 3.4. Seja (), ¢2(x), ..., ¢u(z) um conjunto de n fungdes, cada uma dife-

renciavel pelo menos n — 1 vezes, em algum intervalo I. O determinante

o1(z pa(z) on(T)

o (z @5 () @ ()

W (e1(x), p2(x), ..., on(x) = | ¢f(2) ey(x) o en(T)
o @) @) el ()

é dito wronskiano deste conjunto de n fungoes.

Teorema 3.2. Se as fungoes ¢;(x) e po(x) sao linearmente dependentes em um intervalo

I, entao o seu wronskiano é igual a zero para quaisquer z em I. Isto é,

W (or(2), gale)) = ‘ i}(

Demonstragao: Suponha que as fungoes 1 e ¢ sao linearmente dependentes em I.

Logo, para quaisquer x em [ tem-se, para algum a € R,

p1(z) = ap(x).

Por outro lado, o wronskiano das fungoes ¢, e 5 é dado por:

W (o1(2), ala)) = ‘ el
@
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Como ¢1(x) = aps(x), segue que

W (p1(2), o)) =

/

agh(r)  @y(x)

s () ¢xx>‘
= apy(x)ph(z) — apy(x)p2()

Logo, W (¢1(z), ¢2(x)) = 0. u

Observacao 3.2. O Teorema [3.2] pode ser generalizado da seguinte maneira: se as fun-
¢oes ¢1(x), pa(x), ..., p,(z) sdo linearmente dependentes em um intervalo I, entdo o seu

wronskiano é igual a zero para quaisquer x em [. Isto é,

p1() wa(r) ... pn(T)
o () oh(x) ... @h(T)
W (e1(z), e2(x), ... on(x) = | ¢i(2) O5(x) ... en(z) | =0.
") o8 V@) e ()

Corolario 3.1. Se W (p1(x), pa(z), ..., on(x)) # 0 para algum x em I, entao o conjunto

das n fungoes p1(z), pa(z), ..., ©n(x) é linearmente independente em 1.

Demonstragao. Observe que o Corolério [3.1] ¢ uma contrapositiva da generalizacao do
Teorema 3.2 |

Observagao 3.3. A reciproca do Teorema [3.2] bem como a reciproca do Corolario [3.1,
nao sao verdadeiras. De fato, as fungoes ¢(x) = 23 e po(x) = |x|> sao linearmente inde-

pendentes, mas seu wronskiano é nulo.

Exemplo 3.16. As fungoes p;(z) = sen?(x) e pa(x) = 1 — cos(2x) sdo linearmente

dependentes no conjunto dos nimeros reais, pelo Teorema [3.2]
W (sen®(z),1 — cos(2z)) = 0.

De fato, calculando o wronskiano das funcoes dadas, obtém-se:
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w (36n2($), 1 - COS(Q:L')) = sen”(x) 1 — cos(2x)

2sen(z)cos(z)  2sen(2x)

2

= 2sen”(x)sen(2x) — 2sen(x)cos(x) + 2sen(x)cos(x)cos(2x)
= 2sen?(x)sen(2z) — sen(2z) + sen(2x)cos(2x)
= sen(2z

= sen(2x)(2sen?(x) — 1 + cos*(z) — sen?(z))
sen®(x) + cos?(x) — 1)

o)

0

)

)

(22)(2sen®(x) — 1 + cos(21))
(22)( (z

= sen(2z)(

= sen(2z)(

= sen(2z)-

= 0.
Observagao 3.4. Aqui, fizemos uso das seguintes relacoes trigonométricas:

sen(2x) = 2sen(x)cos(x), cos(2x) = cos*(z) — sen®(z) e sen’(x) + cos*(x) = 1.

—x 4z

sao linearmente

Exemplo 3.17. As fungbes ¢1(z) = €%, po(z) = e % e p3(x) = €

independentes em qualquer intervalo I C R.

Solucgao: De fato,

e e~ 6493
%4 (ex, e ", 64$) = | e® —e ™ 4e*
et e 16et*

= —16e" 4 4e™ + e* — (—e** + 46 4 16e7)
= —30e™.

Como o resultado obtido nao se anula para nenhum valor de x em I, entao, pelo Corolério
B.1] as fungdes ¢y () = €%, po(z) = e e p3(x) = €' sdo linearmente independentes em
I.

3.2 Solucao Geral para Equacoes Diferenciais Lineares

Homogéneas

Nessa sec¢ao, estamos motivados a encontrar a solugao geral para a equacao diferencial
linear homogénea de ordem n
d™y A"ty dy
e L AT - = 0. 3.7
o n+p 1(z )dx"*1+ +p1(-’r)dx+po(w)y (3.7)

Iniciaremos a nossa procura enunciando o Teorema do Principio da Superposicao.
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3.2.1 Principio da Superposicao

O teorema a seguir estabelece que a combinacao linear de solugoes de uma equacao

diferencial também sera uma solugao para a equagao.

Teorema 3.3 (Principio da Superposicao). Sejam ¢;(x), p2(x), solu¢des para a equa-
¢ao diferencial

y" +pi(z)y + po(z)y =0, (3.8)
em um intervalo /. Entao, a combinagao linear

= arp1(z) + aapa(7),

em que aq e (g sao constantes arbitrarias, também é uma solucao para a equacao dife-

rencial no intervalo 1.

Demonstragao. Considere ¢1(x) e () solugdes para a equagdo diferencial

Y+ pi(x)y' + po(z)y = 0.

Isto é,
@1 () + pi(x)p) (7) + po(2)pr(x) = 0, (3.9)

@5 () + p1(2)py () + po()pa(z) = 0. (3.10)

Suponhamos ¢ = a;¢1(x) + asps(x), e substituindo na equagdo homogénea, temos:
(a1p1 + agpa)” + pi(w) (11 + aaps) + po(x) (11 + aapa)

= 1] + aaply + pi(x) (1] + aeph) + po(x)(aipr + )
= ay (o] +p1(@)@) + o)1) +as (@5 + pr(x)@h + po(z)p2)

o de o de G
= o7 0+ Q9 - 0
= 0.
Portanto, ¢ = aj¢1(x) + apa(x) ¢ uma solugao para a equagao diferencial. |

Observacao 3.5. O Teorema [3.3] pode ser generalizado da seguinte maneira: sejam
01(x), p2(x), ..., n(x), solugdes para a equagao diferencial (3.7)) em um intervalo I. En-

tao, a combinacao linear

P = a1 () + apa() + -+ + anpn(),

em que «;, ¢ = 1,2,...,n, sao constantes arbitrarias, também ¢é uma solucao para a

equacao diferencial no intervalo I.
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Corolario 3.2. Um multiplo ¢ = aj¢;(x), de uma solugao ¢;(z) da equagao diferencial
(3.7), é também uma solu¢do da equacdo. A equagao diferencial (3.7 sempre possui a

solugao trivial.

Demonstragao. Considere a combinacao linear

0 = a1901(x) + Qoo () + -+ - + apn(),

uma solucao para a equacao diferencial em um intervalo /. Tomando o; = 0,7 =2,3,...,n,

segue que ¢ = ayp1. Em particular, se o; = 0,7 =1,2,3,...,n, tem-se que ¢ = 0. |
Exemplo 3.18. As fungoes
pr(t) =17 e polt) =t
sao duas solugoes para a equacao diferencial
t2y" —2y =0

para t > 0. Portanto, pelo principio da superposicao, a combinacao linear

o(t) = agt® + apt™?
¢ também uma solucao para quaisquer oy e as.
Exemplo 3.19. A funcao p(z) = x? ¢ uma solugao para a equagao diferencial

2y — 3xy +4y =0
no intervalo (0,00). Portanto, pelo Corolario 3.2} ¢(z) = az? é também uma solugio da

equagao para todo a € R. Em particular, se @ = 0, entao ¢(z) = 0 é solugao da equagao.

3.2.2 Solucoes Linearmente Independentes

O proximo resultado estabelece uma condi¢ao necessaria e suficiente para independén-
cia linear de um conjunto de solugoes em algum intervalo I, de uma equacao diferencial

linear homogénea.

Teorema 3.4. Considere um conjunto com duas solugoes 1, o para uma equagao dife-
rencial (3.8]) em um intervalo /. Entao, o conjunto de solugoes é linearmente independente

em [ se,
W (p1,02)(z) #0

para quaisquer x em [.

Demonstragao. Se W (p1,p2)(z) # 0, para todo x em I, segue de imediato do Corolério

que @1 e g sao linearmente independentes. |
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Observagao 3.6. O Teorema anterior pode ser generalizado da seguinte maneira: con-
sidere um conjunto com n solugdes 1, o, . .., @, para uma equagao diferencial (3.7 em

um intervalo /. Entao, o conjunto de solugoes ¢ linearmente independente em [ se,

W((')Ola P25 S@l)(m) 7£ 0

para quaisquer x em I.

A partir do resultado anterior, pode-se concluir que, quando @1, ps,...,¥Y,, sS40 N
solugoes para a equacao diferencial em um intervalo 7, o wronskiano ¢é identicamente
nulo ou nunca se anula no intervalo.

O proximo resultado é extremamente importante, uma vez que ele nos fornece um

algoritmo para determinar o wronskiano de uma equagao diferencial.

Teorema 3.5 (Féormula de Abel). Sejam po(z) e pi(z) fungdes continuas em um in-
tervalo aberto I. Se ¢1(x) e pa(x) sao solugdes da equagao diferencial (3.8), entdo o

wronskiano W (1, p2)(z) é obtido pela formula:
W(pr, pn)(x) = k- e TP,
com k uma constante.
Demonstracgao. Pela definicao,
W = o1 — Plien (3.11)

Derivando a expressao , obtemos

W' = ¢ioy + o1l — ¢lor — 0105

W' = gy — ¢l
Como 7 e g9 sao solugoes da equacgao diferencial, segue que

O + (@)@} + po(x)er =0

€
y + p1()@s + po()p2 = 0.
Dai,
w1 = —p1(T)¢) — po(T)p1
€

@ = —p1(x)py — po(x)pa.

Substituindo ¢} e ¢j em W', obtemos:

W' = o1(=p1(x)@h — po(x)p2) — wa—p1(x)@) — po(x)p1).
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Desenvolvendo e pondo p;(z) e po(x) em evidéncia na equagao anterior, temos:

W' = —pi(@)pis — po(T)p1p2 + 1 ()2 + Po(T)paipr
W' = —pi(x)p10y + pi(x) 260
W' = —pi(z)(p102 — iep2)
W' = —pi(x)W. (3.12)
Utilizando a notagao de Leibniz, escrevemos ) da seguinte maneira:
dW dW
Resolvendo a equacao diferencial para o wronskiano W, temos:
aw
W= / p1(z)dx
In|W| = —/pl(a:)dx + ky

W(x) = k- e~ S pi(@)dz
em que k = e, [ |

Observagao 3.7. Para resolver a equagao diferencial (3.13)) utilizamos o Método da Se-
paracao de Variaveis, proveniente do estudo das equacoes diferenciais de primeira ordem.

Mais detalhes podem ser encontrados em |[Yartey e Ribeiro| (2017).

Observagao 3.8. O Teorema anterior pode ser generalizado da seguinte maneira: sejam
po(Z), ..., pn1(x) fungdes continuas em um intervalo aberto I. Se ¢i(x),...,p,(z) s@o
solugdes da equagao diferencial (3.7)), entdo o wronskiano W (g, ..., ¢,)(x) é obtido pela

formulas
W(Sol, R ,gpn)(]j) =k- e*fpn—1(x)d:1:’

com k uma constante.

Exemplo 3.20. Calcule o wronskiano das duas solugoes da equagao diferencial
2%y — xy' + (cos*(z) + e* ")y =0, = > 0.

Solucao: Como z > 0, dividindo a equacao diferencial por z2?, podemos expressa-la na

forma: . .
- F(COSQ(I) + e*en@yy = 0.

1
Dai py(z) = 2 Logo, pela Férmula de Abel, tem-se
W = k.e Jp@de
- k- ef %dx

k- en (z)dz

T = =
[

= kzx.
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3.2.3 Conjunto Fundamental de Solugoes e Solucao Geral

Definicao 3.5. Um conjunto o1, ¢o, . . ., ¢, de n solugoes linearmente independentes para
a equagao diferencial , em um intervalo 7, é dito conjunto fundamental de solugoes

em I.

O teorema, a seguir, ¢ uma resposta para o questionamento sobre a existéncia de um

conjunto fundamental de solucoes.

Teorema 3.6. Existe um conjunto fundamental de solugdes para a equagao (3.7)), em um

intervalo real 1.

Demonstragcao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em [Zill e Cullen
(2001, Volume 1}, p.157). [

Vejamos, agora, a definigao de solugao geral para uma equagao diferencial linear ho-
mogénea de ordem n (3.7)).

Definicao 3.6. Sejam 1, ¢o, . .., o, n solucoes linearmente independentes para a equagao
diferencial (3.7) em um intervalo I. A solu¢do geral para esta equagao em [ é expressa

por:

©=a1p1 + QP+ + Qppn,
em que «;, com ¢ = 1,2,...,n, sao constantes arbitrarias.

Em outras palavras, a solugao geral de uma equagao diferencial (3.7]) é a combinagao

linear de func¢oes de um conjunto fundamental de solugoes.

Teorema 3.7 (Teorema da Solugao Geral). Se p; e py sdo fungdes continuas no inter-

valo aberto I e se p1(x) e pa(x) s@o duas solugoes da equagao diferencial (3.8)) satisfazendo

W (1, 2)(x0) # 0

para algum ponto xy € I, entdo qualquer outra solugao de (3.8 no intervalo I pode ser

escrita unicamente da forma

p(r) = a1p1(x) + aapa ().

Demonstragdo. Sejam ¢1(x) e @o(x) duas solugoes da equagao diferencial (3.8) no in-
tervalo I e seja @ uma outra solucao em I. Escolha um ponto xy. Pelo Teorema |3.1

sabemos que existe uma e s6 uma soluc¢ao ¢(x) da equacao (3.8)) tal que

{SO(:CO) = () (3.14)
¢'(v0) = ®'(o).
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Portanto, se pudermos mostrar que a solucao da forma
p(z) = arp1(z) + azpa(x)

satisfaz as condigoes iniciais , entao teremos que
P(x) = arpi () + agpa(r)

é combinagao linear de ¢1(z) e po(z). Logo, queremos mostrar que é possivel escolher

constantes o e oy tais que:

{041901(%)‘1—(12%02(900) = »(z0)
a1 (o) + aspy(zo) = ¢ (20)

Solucionando o sistema anterior para encontrar os valores das constantes a; e s por meio

do Método de Cramer, obtemos:

©(wo)  pa(zo) p1(wo0)  @(x0)
L) o) | | ) )
©1(z0)  pa(zo) o1(z0)  pa(wo)
@1 (o)  pa(o) @1 (o)  p3(o)

Note que a solucao do sistema é viavel quando a; e ap sao as incognitas, sob a condicao

de que:

W (1 (), po(r)) = = @1(w0)@h(z0) — @ (o) pa(x0) # 0.

Assim, é sempre possivel representar qualquer solugao da equagao diferencial (3.8) como
uma combinagao linear de ¢1(z) e (), contanto que o determinante W (1 (x), p2(x))

seja diferente de zero. |

Observagao 3.9. O Teorema [3.7] pode ser estendido para um conjunto de n solugoes da
equagao diferencial (3.7)).

Vejamos alguns exemplos envolvendo a definigao de conjunto fundamental de solugoes

e de solucao geral.

Exemplo 3.21. Seja a equagao diferencial

Yy —9y =0,

3% no intervalo I C R.

que possui como solugoes as fungoes ¢ (z) = 3% e po(z) = e~
Mostre que as solucoes da equagao formam um conjunto fundamental e forme sua solucao

geral.
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Solucgao: De fato,

W (e*,e7%) (z) =

— 6336 . (_3673x) o (efo X 363x>
_ _3673x+3x . 3673x+3:p

= —3e’ -3¢

- —3-3

= —6#0.

Portanto, as solugoes formam um conjunto fundamental. Ja a solucao geral para a equagao

diferencial dada num intervalo I é

gO(JJ) — 0416390 —}-0426_396,

com v e (p constantes arbitrarias.

Exemplo 3.22. Mostrar que as solugoes o1(z) = cos(x) e po(z) = sen(x) da equagao

diferencial )

dy
-7 =0
de‘Z +y )

num intervalo /, formam um conjunto fundamental. Escreva a sua solugao geral.
Solugao: De fato, como

W (cos(x), sen(z)) = cos(z) sen(x)

—sen(z) cos(x)

= cos(x) - cos(x) — [sen(x) - (—sen(z))]
= cos*(z) + sen’(z)

= 140.

Concluimos que as solugoes formam um conjunto fundamental. J& a solugao geral para a

equagao diferencial dada no intervalo I é
o(x) = ajcos(x) + azsen(z),
com v e op constantes arbitrarias.

Observagao 3.10. Um conjunto fundamental de solugoes gera o espaco vetorial de solu-

¢oOes para uma equagao diferencial linear homogénea.

Observagao 3.11. O ntmero de fungoes que compdem o conjunto fundamental de solu-

¢oes é igual a ordem da equagao diferencial.
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3.3 Equacoes Lineares Homogéneas com Coeficientes

Constantes

Sera mostrado, nessa se¢ao, que uma equagao linear homogénea com coeficientes cons-

tantes p g1 p
"y "y y

an—— +ap1———+ -+ a1— + apy = 0, 3.1

dzm™ Y1 Vg (3.15)

em que ag,ay, ..., 0,_1,0, Sa0 constantes, tem solucao geral na forma explicita, bem

como uma maneira sisteméatica para determinar a solucao geral dessa classe de equacoes
diferenciais.

Pela natureza da equacao , é de se conjecturar que qualquer fungao ¢ em um
intervalo I, solucao da equacao diferencial, tenha a propriedade de suas derivadas serem
multiplas da propria fungao . Nesse sentido, devemos encontrar uma funcao que goze

dessa propriedade. Isto é,
d"o(x)
dx™

= app(z). (3.16)
Considerando a fungao
p(z) =™,
temos que a propriedade (3.16|) se verifica, pois:
dp(x) _ d"

dzm  dxm

() = X"e™ = N'p(z) = anp(z),

com a, = A". Assim, é natural supor que as solu¢bes que procuramos para a equacao
(3.15) tenham a seguinte forma:
plr) = e,

em que A € C, donde para um determinado valor de A, temos:

d dn—l dn
pla) == By o 5 Tl i, O
X

_ \n_A\x
. T T = Ater,

Substituindo as respectivas derivadas da fungao ¢ e a propria fun¢ao na equagao diferencial

(3.15)), obtém-se:
A\ eN 4 @y AN 4 ag e+ ape™ = 0.

A

Pondo o termo e em evidéncia na equagao anterior, segue:

(@ A" + @y X agh + ag) = 0,

Note que o produto acima é igual a zero, logo pelo menos um dos fatores desse produto
¢ igual a zero. Por outro lado, a exponencial nunca se anula, portanto para qualquer valor

r em um intervalo I, tem-se:

ap A" + ap A" ad 4 ag = 0. (3.17)
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Observagao 3.12. O polinémio de grau n
P(A\) = ap\" 4 ap N ag )+ ag

é chamado de polinomio caracteristico associado a equacgao diferencial (3.15)). Ja a equa-
cao algébrica (3.17)), é chamada de equagao caracteristica associada. Note que o grau do
polindémio caracteristico coincide com a ordem da equacgao diferencial linear homogénea

com coeficientes constantes.
Exemplo 3.23. A equacao
" =Ty + 15y — 9y =0
é uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes. O polinémio de grau 3
PA) =X =7\ 4150 -9
¢é o polinémio caracteristico associado e a equagao algébrica
N =T+ 150 -9=0
¢é a equacao caracteristica associada.

Em resumo, as n raizesﬂ da equacgao caracteristica determinam as n solugoes da equa-
¢ao diferencial . No que concerne a equacao caracteristica, podem ocorrer quatro
situacgoes: suas raizes sao reais e distintas ou suas raizes sao reais com multiplicidade
ou algumas de suas raizes sao complexas nao reais distintas ou algumas de suas raizes

complexas nao reais com multiplicidade. A seguir analisaremos cada caso.

Caso 1: A equacgao caracteristica associada admite raizes reais e distintas

Sejam Ai, Ao, ..., \,, n raizes reais distintas. Entao

p1(z) = M po(z) = M, 1 (2) = 17 o, (2) = et

sao n solugoes distintas da equagao diferencial (3.15)).

E possivel provar, calculando o wronskiano, que

e)\lx, €A2x7 ool e’\”—lx, e)\nx

sao solugoes linearmente independentes, portanto constituindo um conjunto fundamental
de solucoes.

Desse fato, conclui-se que

A

o(x) = a1e™M® + e 4 -+ a1 e

é a solugdo geral da equagao diferencial linear homogénea de coeficientes constantes ([3.15]).

2Segue do Teorema Fundamental da Algebra que um polindémio de grau n, definido no conjunto dos
nimeros complexos, possui n raizes.
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Exemplo 3.24. Determine a solucao geral da equacao diferencial
d’y  dy
— —3—+2y=0.
dzx? dx +oy
Solucgao: Temos
e Polindomio caracteristico associado: P(A\) = A? — 3\ + 2;

e Equacao caracteristica associada: \* — 3\ + 2 = 0.

Para determinar a solucao da equagao diferencial dada, devemos encontrar as raizes da

equagao caracteristica associada
N —32+2=0.

Utilizando o método da soma e do produto das raizes, obtém-se as seguintes raizes:
AM=1ed =2

Tratando-se de duas raizes reais e distintas, tem-se

() = e'” e Po(r) = e*

duas solucoes linearmente independentes da equacao diferencial. Portanto, essas duas
solugoes consistem em um conjunto fundamental de solugoes. Logo, a solugao geral da
equacao dada é:

o(x) = a1e” + aze*™, com ap,ay € R.

Exemplo 3.25. Encontre a solu¢ao para o PVI

dy  dy
27 329y = 0
dx? alﬂz:jL y
y(0) = -1
dy
=20 - 0.
dx()

Solugao: Calculando a; e as de modo que

y0) =1 ¢ Yo)=o,

dx
temos
y(0) = -1 = o'+ e’ =—1
= a1t+ay=-—1
e
dy 1-0 2.0
%((D =0 = me " +2a9e"" =0

= Oél—FQOéQ:O.
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Assim, obtém-se o seguinte sistema de equacgoes lineares:
a; + Qs = -1
oy + 20(2 = 0,

041:—2 (§] 062:1.

cuja solucao é:

Assim, impondo as condi¢oes dadas, teremos a solucao para o problema de valor inicial
y = —2e” + %
Exemplo 3.26. Ache a solucao geral da equagao diferencial
y" —4y" +y + 6y =0,

sabendo que ¢ (z) = e~* é uma de suas solugoes.
Solugao: Temos

e Polindomio caracteristico associado: P(A\) = A3 — 4\? + \ + 6;

e Equacao caracteristica associada: \* —4\? + X\ + 6 = 0.

Com efeito, Ay = —1 é uma raiz da equacao caracteristica. Aplicando o dispositivo

préatico de Briot-Ruffini, obtém-se a seguinte fatoragao:
N—dN A +6=AN+1)(\-2)(\—3).
Logo, as raizes da equagao caracteristica associada sao os ntimeros reais e distintos
AM=—1 =2 e \3=3.

As funcgoes

x 2x

pi1(z) =€, po(z) =€ e @3(x) ="

formam um conjunto fundamental de solugoes da equacao diferencial. Sua solugao geral

é:

3z

() = e + ape®® + aze®®, com ay, g, a3 € R.

Caso 2: A equagao caracteristica associada admite raizes reais com

multiplicidade

Suponhamos que A é raiz real da equagao caracteristica associada (3.17) com mul-

tiplicidade k. Com essa raiz iremos construir k solugoes linearmente independentes da
equagao diferencial (3.15) do seguinte modo:

A\x Ax 2 _Ax k—1 _Ax

, p3(x) =a%e™) ) pr(x) =a""e

o1(z) = e, o) = we
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A construcao da solugao geral é feita com todas as raizes da equagao caracteristica asso-

ciada, inclusive as que nao possuem multiplicidade. Desse modo, a solugao geral escreve-se

gO(iC) _ ozleM 4 042513'6)\1 + &3%26/\23 Lt akxkfle)\z + Oék+1€mk+lx S anemnx7
em que Mgy, Mii2, - - -, My, 520 as demais raizes do polinémio.
Vejamos alguns exemplo de como determinar a solucao geral no caso de raizes com

multiplicidade.

Exemplo 3.27. Encontre a solucao geral da equacao diferencial

y/// _ 4y// _ 3y/ + 18y — 07

2

sabendo que ¢;(x) = e ** é uma solugao.

Solugao: Temos:
e Polindomio caracteristico associado: P(\) = A* —4\? — 3\ + 18;

e Equacdo caracteristica associada: A3 —4\% — 3\ + 18 = 0.

~2% & uma solucdo da equacao diferencial, pode-se concluir que uma das

Como A\ = e
raizes da equagao caracteristica associada é A\; = —2. Com isso, as demais raizes podem
ser determinadas utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, obtendo-se Ay = 3 como

raiz real de multiplicidade 2. Logo, as raizes da equacao caracteristica sao:
A1 = —2 e Ay = 3 (multiplicidade 2).

Assim, as fungoes

2z

pi(z) =7, po(z) =€ e p3(z) = ze™

constituem um conjunto fundamental de solu¢oes. Portanto, a solucao geral da equacao
diferencial é:

o(z) = e + ape® + azze™, com ay, ay, az € R.

Exemplo 3.28. Encontre a solucao geral da equacao diferencial

dy &Py Py dy
SV 529 41650 14 gy =0
dxt dx3 + dx? + dx y ’

T e e2* 330 solucoes.

sabendo que e~
Solugao: Agindo de maneira anédloga ao exemplo anterior, temos:

e Polindomio caracteristico associado: P(A) = A* — 5A3 + 602 + 4\ — §;

e Equacao caracteristica associada: A* — 5A3 4+ 622 + 4\ — 8 = 0.
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Sendo e~ @

e e?* solucoes, entdo \; = —1 e \y = 2 sdo raizes da equacao caracterfs-
tica associada. Aplicando o método de Briot-Ruffini, conclui-se que as raizes da equagao

caracteristica associada sao:
A1 = —1 e Ay = 2 (multiplicidade 3).

Assim, as fungoes

2z 2 2x

pi(z) =77, pa(z) =™, py(a) = 2™ e pu(w) =2’

constituem um conjunto fundamental de solu¢oes. Portanto, a solucao geral da equagao

diferencial é

o(r) = e + @262 + a3ze® + aur?e’™, com aq, ao, sz, oy € R.

Caso 3: A equacao caracteristica associada admite raizes complexas nao reais
distintas

Comecaremos a nossa analise recordando alguns resultados essenciais acerca dos nu-

meros complexos para O 1nosso estudo.

Lema 3.1. Sejam z = a + bi e w = ¢+ di, com a,b, c,d € R, nimeros complexos. Sendo

Z =a — bi e w = ¢ — di seus conjugados, respectivamente, entao:

Demonstragcao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em |lezzi e Hazza
(2013, Volume 6, p.6). [

Teorema 3.8. Seja
P(t) = ag+ art + agt® + -+ + a,t"

um polindémio com coeficientes reais. Se z = a + bi é uma raiz complexa de P(t), entdo

Z = a — bi também é uma raiz do polinémio.
Demonstracao. Seja

P(t) = ag + art + ast® + -+ - + a,t™.



3.3. EQuAGOES LINEARES HOMOGENEAS cOM COEFICIENTES CONSTANTES 45

Supondo P(z) = 0, entao:

P(t) = ap+art+ax(t)*+--+a,(t)"
= ag+art +ast? + -+ atn
= Ao+l + gt + -+ pl”
= ot ail + @ttt
= Qo+t +axt’+ -+ ant”

= ap+ ait+ ast? + - + apt®
= P(t)

= P(3).
n

Em outras palavas, se um polindmio com coeficientes reais admitir um nimero com-
plexo como raiz, entao o conjugado deste niimero sera uma outra raiz para o polinémio
em questao.

Agora, suponhamos que a equagao caracteristica associada tenha raiz complexa
z = [+ 0i, com multiplicidade k = 1. Pelo Teorema[3.8] ja que os coeficientes da equagao
sao nameros reais, Z = § — 0i é uma outra raiz da equacao caracteristica. Assim, a

solucdo geral da equagao diferencial (3.15]) que origina-se de z e Z é:
o(x) = Cle(ﬂ—‘r@i)x + 026(5—&)3: _ €Bx<clei9z 4 026_1'93;)7
com (3,0, ¢ e ¢y constantes reais.

Observacao 3.13. Um par de raizes complexas conjugadas gera um par de solugoes

linearmente independentes.

E conveniente, no entanto, expressar a solucao geral que obtemos por meio de fungoes

reais ao invés de fungoes complexas. Para tanto, recorreremos a férmula de Euler:
¢ = cos() + isen(h),

em que # é um nimero real nao nulo. Segue da férmula de Euler que

P (1€ + e = €P"[ci(cos(0x) + isen(0x)) + ca(cos(0z) — isen(6zx))]

= %[(c1 4 c3)cos(0z) 4 i(c) — co)sen(0z)].

Como ¢; e ¢y sao constantes complexas arbitrarias, entao tomando

1
€ € =C = ——,

a=e=3 ;
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respectivamente, obtemos duas solugdes para a equagao diferencial (3.15)):
o1 = e™cos(0x) e py = e"sen(fx).

Temos que ¢; e @9 sao fungoes linearmente independentes. De fato, se 6 e § sao ntimeros

reais, 6 # 0, calculando o wronskiano, temos:

e’ cos(0x) e’ sen(0x)

W (¢, =
(1, ¢2) —0ePsen(0x) + Bl cos(0x) O cos(0x) + BeTsen ()

= 0e**[cos?(0z) + sen’(0x)]
= 0T £ 0.

As fungoes acima, portanto, constituem um conjunto fundamental de solugoes. Logo, a so-
lugao geral da equagao diferencial (3.15)), que corresponde as raizes complexas conjugadas
distintas é:

o(x) = e’[aicos(0z) + aysen(fr)].
Observagao 3.14. Sem perda de generalidade, é comum assumir que 6 > 0.
Exemplo 3.29. Determine a solucao geral da equacao diferencial
y'+y=0; z>0.

Solugao: Temos

e Polindomio caracteristico associado: P(\) = \? + 1;

e Equacdo caracteristica associada: A2+ 1 = 0.

Com efeito, as raizes da equagao caracteristica associada sao:

M=0+ied=0—1.

Logo, 5 =0e 0 =1 (Observagao [3.14)). Isto posto, um respectivo conjunto fundamental

de solucoes é
p1(x) = cos(x), pa(x) = sen(x).

A solucgao geral da equacao diferencial é, portanto,
o(z) = " (arcos(x) + agsen(x)) = ajcos(x) + assen(x), com ay, ay € R.

Os proximos exemplos ilustram como formar a solugao geral da equacao diferencial

(3.15)), quando parte da solugao nao corresponde a raizes complexas conjugadas.

Exemplo 3.30. Determine a solugao geral da equacao diferencial
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Solucgao: Temos
e Polindomio caracteristico associado: P(\) = A3 4 2)\2 4 2);
e Equacao caracteristica associada: A\* + 2X% + 2\ = 0.

Com efeito, as raizes da equacgao caracteristica associada sao:
)\1:0, )\2:—1—1—7/ e )\3:—1—i.

Logo, f = —1 e 8 = 1 (Observagao[3.14)). Isto posto, um respectivo conjunto fundamental

de solucoes é

01 =", po(x) = e “cos(z) e @3(x) =e "sen(x).

A solucao geral da equagao diferencial é, portanto,
o(x) = ar + e *(agcos(z) + azsen(z)), com ay, s, a3 € R.
Exemplo 3.31. Determine a solucao geral da equacao diferencial
4
% —y=0.
Solucgao: Temos
e Polindomio caracteristico associado: P(\) = A\* — 1;

e Equacdo caracteristica associada: A\* — 1 = 0.

Com efeito, as raizes da equacgao caracteristica associada sao:
)\1 :—1,>\2:1, /\3:0—|—2 (S )\3:0—i.

Logo, 5 =0 e 0 =1 (Observagao [3.14)). Isto posto, um respectivo conjunto fundamental

de solucgoes é

—X

o1 =€ " pa=¢€" p3(r) =cos(x) e @4(x)=sen(z).
A solucgao geral da equacao diferencial é, portanto,

o(x) = are™ 4+ age” + agcos(x) + aysen(x), com aq, s, a3, ay € R.

Caso 4: A equagao caracteristica associada admite raizes complexas com

multiplicidade

Vejamos o caso em que parte da solugao geral origina-se de raizes complexas conjugadas
com multiplicidade k. Consideremos a equagao diferencial linear homogénea de ordem n

com coeficientes constantes (3.15]). Supondo que a sua equagao caracteristica associada
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possui raizes complexas conjugadas de multiplicidade k, entao parte da solucao geral

correspondente a essas raizes é:
e [(on + anx + -+ + ™) cos(0x) + (g1 + Qppom + -+ - + a1 sen(0)]

com (3,0 e aq, s, ..., Qo NUMEros reais.

Para ilustrar o método vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.32. Determine a solucao geral da equacao diferencial

%—4%—1—14%—20%—{—2534—0
sabendo que \; = 1 4 2¢ é uma raiz da equagao caracteristica associada.
Solugao: Temos:
e Polindomio caracteristico associado: P(A\) = A* — 4\3 + 14)\? — 20\ + 25;
e Equacdo caracteristica associada: A\* — 4\3 + 14\% — 20\ + 25 = 0.

Como Ay = 1+ 2¢ é raiz da equagao caracteristica associada, segue, pelo Teorema
B.8 que A2 = 1 — 2i também é uma raiz da equagao caracteristica. Aplicando o método

pratico de Briot-Ruffini, obtém-se a fatoracao:

M — 4N 1402 — 200+ 25 = [(A— (14 2i)] [\ — (1 — 20)](A\* — 2\ +5)
= [(A=1)*+4](\* -2\ +5)
= [(A=1)+4]=0.

Com efeito, as raizes da equagao caracteristica associada sao:
>\1:1+2ze)\2:1—22,
ambas com multiplicidade £ = 2. Portanto, a solucao geral da equacao diferencial

o(x) = e*[(a1 + agz)cos(2z) + (ag + ayx)sen(2z)], com oy, ag, az, ay € R.

3.4 Solucao Geral para Equacoes Diferenciais Lineares

nao Homogéneas

Consideremos agora alguns resultados acerca das equagoes diferenciais lineares nao

homogéneas
dny dn—ly dy
T + pn-1(x )dl’"_l + - +p1(x)% + po(x)y = q(x). (3.18)

Definigao 3.7. Qualquer fun¢ao ¢,, independente de parametros, satisfazendo a equacao

diferencial (3.18]), é chamada de solugao particular da equacao diferencial.
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Exemplo 3.33. Verifique se a fungao ¢(z) = 3 é uma solugao particular para a equagao

diferencial P
Y
— 4+ 9y =27
de + y 7
para qualquer x real.
2 20
Solugao: Com efeito, T2 = 0, para todo x real. Agora, substituindo T2 e ¢(x) na
x x
equacao diferencial dada, temos:
0+9-3=27.

Portanto, y, = 3 ¢ uma solucao particular da equacao diferencial dada.

3

Exemplo 3.34. Verifique se a funcdo ¢(z) = x° — x ¢ uma solu¢do particular para a

equagao diferencial

22y + 2zy’ — 8y = 42> + 6z,

para qualquer x real.

Solugao: Com efeito,
¢ (r) = 32> — 1 = ¢"(v) = 62.

Dai,

- 6x +22(32° — 1) = 8(2° — ) = 62° + 62° — 22 — 82° + 8z
= 122° - 82° + 8z — 2z
= 42° + 6.

3

Portanto, y, = 2° — x é uma solucao particular para a equagao dada.

Teorema 3.9. Sejam 1, ¢o, . .., @, solu¢oes da equagao diferencial (3.7)) em um intervalo
I e seja ¢, uma solucdo particular de (3.18)). Entao,

P = c1p1 () + o () + -+ - + anepn () + @p(z)
também sera uma solucao da equacao (3.18|) em I, para quaisquer constates aq, aa, . .., Q.

O Teorema |3.9| exprime que uma combinagao linear formada pelas fung¢oes de um
conjunto fundamental de solugoes de uma equacao diferencial homogénea e uma fungao
que é solugao particular de uma equacgao diferencial nao homogénea associada a uma
homogénea continua sendo solucao da equagao nao homogénea. Este resultado é de grande

relevancia e ird nos permitir, juntamente com o préximo teorema, definir o conceito de
solucdo geral para a equacao (3.18)).
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Teorema 3.10. Sejam ¢, uma solugdo particular dada para a equacao (3.18) em um
intervalo I e 1,9, ..., p, um conjunto fundamental de solugoes da equagao associada
(3.7). Entao, para qualquer solugao ®(x) da equagao diferencial linear nao homogénea,

pode-se encontrar constantes (31, 5s, . .., 3, tais que:

P = 51@1(1’) + /32902(x) + e+ 6n§0n(x) + QOP(ZE).

Demonstragcao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em [Zill e Cullen
(2001, Volume 1}, p.159). [

Definicao 3.8. Sejam ¢, uma solucdo particular para a equagao diferencial (3.18]) em

um intervalo [ e
Ye() = a1p1(x) + a1pa() + - - + pon (),

a solugdo geral para a equagao homogénea associada (3.7) em I. A solugdo geral para a

equagao diferencial linear nao homogénea em I é definida por:

p(x) = @e() + pp().

Observacao 3.15. A combinacio linear ¢, é chamada de funcao complementar. E comum

utilizarmos a notagao ¢, para representar a fungao complementar.
Em outros termos, a solugao geral da equacao (3.18) é dada por:
p(x) = pe(x) + @p().

Exemplo 3.35. Por substituicao, verificamos que

1 11

=371

é uma solucao particular para a equacao diferencial
y" — 6y" + 11y — 6y = 3.

No entanto, para escrevermos a solucao geral da equagao diferencial dada devemos resolver

a equacgao diferencial homogénea associada a ela, ou seja,
y" —6y" + 11y — 6y = 0.
Temos:
e Polinomio caracteristico associado: P(A) = A3 — 6A% + 11\ — 6;

e Equacao caracteristica associada: \* — 6A%2 + 11\ — 6 = 0.
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Com efeito, Ay = 1 é uma raiz da equacao caracteristica. Aplicando o dispositivo

préatico de Briot-Ruffini, obtém-se a seguinte fatoracao:
N — 6N+ 1A —6=(A—1)(A—2)(A—3).
Logo, as raizes da equacgao caracteristica associada sao os ntmeros reais e distintos
M=1 =2 e A3=3.

As funcgoes

pr(z) =€, po(x) =¥ e py(x) =e*
formam um conjunto fundamental de solugoes da equacao diferencial homogénea associ-
ada. Sua solucao geral é

Ve = 01€” + age®® + aze”.
Portanto, a solugao geral da equacao diferencial nao homogénea sera:

1 11
Y =aa1e’ + 6% + aze’® — —g —

5 T2’ com o, am, a3 € R.

Na proxima secao, estudaremos o método dos coeficientes a determinar para finalizar

a teoria necessaria acerca das equagoes diferenciais.

3.5 Equacoes Lineares nao Homogéneas com

Coeficientes Constantes

Consideremos a equagao diferencial linear nao homogénea de ordem n com coeficientes

constantes: J g1 p
"y "y Yy
an—— + p1—— 4+ -+ a1— + apgy = q(x), 3.19
T H e e+ aey = g(2) (3.19)
em que agp, ay,...,a,_ 1,0, sao constantes. Sua solucao geral é expressa por:
©(x) = Pc + ©p,

em que . ¢ a solugao geral da equacao diferencial homogénea associada e ¢, ¢ uma
solugao particular da equacgao (3.19)).

Na Segao [B.3| estudamos uma maneira sistematica para encontrar a solu¢do geral
de uma equacao diferencial homogénea com coeficientes constantes. Agora, voltaremos a
nossa atencao na busca de uma abordagem sistemética para encontramos uma solugao
particular qualquer para a equacao diferencial e com isso possamos determinar a

sua solucgao gral.
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3.5.1 Meétodo dos Coeficientes a Determinar

O método dos coeficientes a determinar ¢ uma abordagem sistematica para determi-
narmos uma solucao particular ¢, da equacao diferencial (3.19)).

Considere o polinémio de grau m:
P,(x) =cpz™+ -+ + 1z + co.

Nas situagoes a seguir, sempre existe solugao particular quando ¢(x) esta na forma indi-
cada.
Caso 1: Quando q(x) = P,,(x)

Admitiremos como solucao particular a fungao

op =Apz™ + -+ Az + Azt + A,

com A,,, ..., Ay, Al, Ay constantes reais.

Observacao 3.16. Se A = 0 é uma raiz de multiplicidade k da equagao caracteristica
associada, entao:
Yp = z* (Amxm oo 4 Ag® + Azt + Ao) .

Exemplo 3.36. Determine a solugao geral da equagao diferencial
y" — 5y 4 6y = 22 — 1. (3.20)

Solucgao:

Passo 1: Determinar a solugao geral da equagao diferencial homogénea associada:
y" =5y + 6y =0.
Temos:
e Polindomio caracteristico associado: P(A\) = A? — 5\ + 6;
e Equacao caracteristica associada: A2 — 5\ + 6 = 0.
Com efeito, as raizes da equagao caracteristica associada sao:
A =2 e A =3

Assim, as fungoes

2x 3z

pi(z) =€’ e poz)=e
constituem um conjunto fundamental de solugoes. Portanto, a solucao geral da equagao

diferencial homogénea associada é:

3x

0e(T) = a1e® 4+ ape®; ay,ap € R,
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Passo 2: Determinar uma solucao particular da equacao diferencial nao homogénea dada.
Dado que g(z) = 222 — 1 e A = 0 ndo ¢é raiz da equagao caracterfstica associada,

assumimos a solugao particular na seguinte forma:
¢, = Az + Bx + C.

Para determinar as constantes A, B e C, substituimos ¢, e suas respectivas derivadas

na equacao (3.20)):
¢p = A2’ + Br + C = ¢, = 2Az + B = ¢l = 2A.
Ao substituirmos na equacao, temos:

2A — 5(2Ar + B) +6(Az* + Bx +C) = 22 -1
2A — 10Ar — 5B + 6Ax* + 6Bxr +6C = 22° —1
6Ax? + (6B — 10A)z + (2A — 5B +6C) = 22% —1.

Comparando os coeficientes, segue:

6A =
—10A + 6B =
24 — 5B + 6C = -1.

Resolvendo o sistema de equacoes lineares, obtemos:

1 5 5
3’ g © 27
Portanto,
_x2+5x+ 5
=3 Ty T

A solucao geral da equacgao diferencial nao homogénea de coeficientes constantes dada é:

22 br b
@:a162x+a263x+§+§ +2—7, 1,0 € R.

Exemplo 3.37. Determine a solugao geral da equagao diferencial

y" — 4y =1- 3. (3.21)

Solugao: De maneira analoga ao exemplo anterior:

Passo 1: Determinar a solucao geral da equagao diferencial homogénea associada:
y/// _ 4y/ — 0
Temos

e Polindomio caracteristico associado: P(\) = A3 — 4);
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e Equacao caracteristica associada: A3 — 4\ = 0.

Com efeito, as raizes da equagao caracteristica associada sao:
)\120, )\2:—2 (S )\3:2

Assim, as fungoes

2x 2z

pr(z) =1, po(x) =€ e p3(x)=c¢

constituem um conjunto fundamental de solugoes. Portanto, a solugao geral da equagao

diferencial homogénea associada é:
—2 2
0e(x) = g + e = + aze™; aq, g, a3 € R,

Passo 2: Determinar uma solucao particular da equacao diferencial nao homogénea dada.
Dado que ¢(x) = 1 — 3z e A\; = 0 é raiz da equagao caracteristica associada de

multiplicidade k£ = 1, assumimos a solugao particular:

¢, = z(Az+ B)
= Az’ + Bu.

Para determinar as constantes A e B, substituimos ¢, e suas respectivas derivadas na

equagao diferencial (3.21]). Logo,
¢p = Ar® + Br = ¢}, =2Az+ B = @) =24 = ¢ = 0.

Ao substituirmos na equagao, temos:

0—-4(2Az+B) = 1-3x
—8Ax —4B = 1 - 3z.

Comparando os coeficientes, segue:

—84 = -3
4B = 1.

Resolvendo o sistema de equagoes lineares, obtemos:

3 1
A=- B=—-.
5 © 4
Portanto,
= 3x2 — 1x
gpp - 8 4 .

A solucgao geral da equacao diferencial nao homogénea de coeficientes constantes dada é:

3 1
—2 2 2
0 =a; +ae " +aze + - — -x; a,az, a3 € R.

8 4
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Caso 2: Quando g(xz) = P, () - €”

Admitiremos como solug@o particular a fungao
0p = " (Apa™ 4 -+ Ajz + Ag) 7,

com A,,, ..., Ay Al, Ay constantes reais e A = « raiz da equacdo caracteristica com

multiplicidade k.

oaxr

Observagao 3.17. Em particular, se ¢(z) = e**, admitiremos a seguinte fun¢ao como

solucao particular:

ar

pp = Ae

Exemplo 3.38. Determine a solucao da equacao diferencial linear nao homogénea com
coeficientes constantes
y' =Ty + 12y = 3e". (3.22)

Solucgao:

Passo 1: Determinar a solucao geral da equagao diferencial homogénea associada:
y' =Ty +12y = 0.
Temos
e Polinomio caracteristico associado: P(A\) = A% — T\ + 12;
e Equacao caracteristica associada: A2 — 7\ + 12 = 0.

Com efeito, as raizes da equagao caracteristica associada sao:
/\1 =3 e )\2 =4.

Assim, as fungoes

3x 4z

pr(z) =€ e po(r) =e

constituem um conjunto fundamental de solugoes. Portanto, a solucao geral da equagao

diferencial homogénea associada é:
_ 3x 4z, R
0e(x) = ae™® + ae™; ag,as € R.

Passo 2: Determinar uma soluc¢ao particular da equacao diferencial nao homogénea dada.
Dado que ¢(x) = 3¢ e @ = —1 nao é raiz da equagdo caracteristica associada,

assumimos a solucao particular na seguinte forma:

—x

pp = Ae
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Para determinar a constante A, substituimos ¢, e suas respectivas derivadas na equa-
cao diferencial (3.22). Com efeito,

pp =A™ = ¢ = —Ae™" = ¢ = Ae”".
Ao substituirmos na equacao, temos:

Ae ™ =7 - (—Ae )+ 124" = 3e°
Ae ™ +TAe ™" + 124" = 3e™”
20Ae™" = 3e "
Comparando os coeficientes, segue
20A=3= A= i
20

Portanto,
3 —x

= —e
20
A solucao geral da equacao diferencial nao homogénea com coeficientes constantes dada

Pp

é:

© = 183" 4+ ame®® + g, a0 € R

20°
Exemplo 3.39. Determine a solucao da equacao diferencial linear nao homogénea com
coeficientes constantes

y' — Ty + 10y = 8e°. (3.23)

Solucao:

Passo 1: Determinar a solucao geral da equagao diferencial homogénea associada:
y" — Ty 4+ 10y = 0.
Temos
e Polindomio caracteristico associado: P(\) = A? — 7\ + 10;
e Equacao caracteristica associada: A2 — 7\ + 10 = 0.
Com efeito, as raizes da equagao caracteristica associada sao:
A =2 e A =05.

Assim, as fungoes

2x bz

pi(z) =€ e pofz)=¢c

constituem um conjunto fundamental de solugoes. Portanto, a solugao geral da equagao

diferencial homogénea associada é:

2
0e() = a1e® 4+ ape®; ay,ap € R,
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Passo 2: Determinar uma solucao particular da equacao diferencial nao homogénea dada.
Dado que g(r) = 8¢** e a = 2 ¢ raiz da equagao caracteristica associada com multi-

plicidade k = 1, assumimos a soluc¢ao particular na seguinte forma:
0, = Aze®.

Para determinar a constante A, substituimos ¢, e suas respectivas derivadas na equa-

cao diferencial (3.23). Com efeito,
op = Aze®™ = ¢ = Ae® + 2Axe™ = @) = 4Ae* + 4Axe™.
Substituindo na equacao, temos:

4Ae* + 4Aze®™ — 7 (Ae% + QAZL‘B%) +10Aze* = 8e*
4A% 4+ 4Aze® — TA® — 14Axe® + 10Aze®® = 8e*°
—3A4e* = 8%,

Comparando os coeficientes, segue
8
—3A=8= A= —3

Portanto,
8
©p = —gxe%.

A solugao geral da equacgao diferencial nao homogénea de coeficientes constantes dada é:

b5x

2 2
Y = 1™ 4+ age —gze ooy, an € R

Exemplo 3.40. Determine a funcao complementar . e uma forma adequada para a

solucao particular ¢, da equacao diferencial
y/// _ 3y// + 3y/ _ y — 103,;650
sem avaliar as constantes em ¢,.

Solucgao:
(i) Determinando a func¢do complementar.

Consideremos a equacao diferencial homogénea associada:
y" —3y" +3y —y=0.
Temos
e Polindomio caracteristico associado: P(A\) = A3 — 3\? + 3\ — 1;

e Equacao caracteristica associada: A3 — 32 43\ —1 = 0.
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Com efeito,
M3 4+3N 1=\ —-1°=0.

Logo, A = 1 ¢é raiz da equacgao caracteristica associada de multiplicidade k£ = 3.

Assim, as fungoes

T 2

p1(x) = €%, pa=xe" e @ox) =x"€"

constituem um conjunto fundamental de solucoes. Portanto, a solugao geral da equacao

diferencial homogénea associada é:
Ve = one” + agre® + agre”; a1, as, a3 € R.

(ii) Determinando a solugao particular.
Dado que ¢(z) = 10ze” e a« = 1 é raiz da equagao caracteristica associada de multi-

plicidade 3, assumimos a solugao particular na seguinte forma:
0, = 23 (A1z + Ag)e”.
Caso 3: Quando q(xz) = P,,(x)e*cos(Bx) ou q(x) = P,,(x)e*sen(Bx)
Neste caso, admitiremos como solucao particular a funcao:
0p = T (Apa™ + -+ Ayz + Ag)e* cos(Bz) + 2 (Bpa™ + - - + Bix + By)e™sen(Bz),
onde A = a £ fi é solucao da equagao caracteristica associada com multiplicidade k.
Exemplo 3.41. Resolver a equagao diferencial
y" — 4y’ + 3y = 3sen(2z). (3.24)
Passo 1: Determinar a solugao geral da equagao homogénea associada:
y' — 4y +3=0.
Temos
e Polindomio caracteristico associado: P(A\) = A\? — 4\ + 3;
e Equacdo caracteristica associada: A2 — 4\ + 3 = 0.
Com efeito, as raizes da equacgao caracteristica associada sao:
AM=1 e \=3.

Assim, as fungoes

pi(z) =¢" e p(z) =€
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constituem um conjunto fundamental de solucoes. Portanto, a solugao geral da equacao

diferencial homogénea associada é:
0e() = are® + ae®; ay,an € R.

Passo 2: Determinar uma solugao particular da equacao diferencial nao homogénea dada.
Como ¢(x) = 3sen(2z) e A = 0 £ 2i nao é raiz da equagao caracteristica associada,

assumimos a solucao particular da forma:
@, = Acos(2z) + Bsen(2z).

Para determinar as constantes A e B, substituimos ¢, e suas respectivas derivadas na
equagao diferencial (3.24]). Com efeito,

@, = —2Asen(2z) + 2Bcos(2x) = ¢, = —4Acos(2x) — 4Bsen(2z).
Ao substituirmos na equacao e realizando as devidas simplifica¢Ges, obtemos:
(—A —8B)cos(2x) + (—B + 8A)sen(2x) = 3sen(2z).
Comparando os coeficientes, segue
—-A — 88 =0
{ 84 — B = 3.

Resolvendo o sistema de equagoes lineares, obtemos:

24
A = — € B = —i
65 65
Portanto,
24 3
©p = @008(21‘) — %sen@x).

A solucgao particular da equacao diferencial nao homogénea é:

24 3
© = ar1e” + ape® + ——cos(2x) — @sen@x); ag,an € R.

65

Exemplo 3.42. Determine a fungdo complementar ¢.(x) e a forma adequada para a

solucdo particular ¢,(z) da equagdo diferencial
y(7) _ 6y(6) + 103/(5) _ 6y(4) + gy(?’) _ q(x)’
em que:
(i) q(z) = (z* + 1)cos(x)
3

(i) q(z) = x?e>*cos(x),

sem avaliar as constantes em ¢, (z).
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Solugao: Para determinar ¢(x) iremos resolver a equagao diferencial homogénea:
y" —6y° 4+ 10y° — 6y* + 9y° = 0.

Temos

e Polin6émio caracteristico associado: P(A) = A" — 6A% + 10A5 — 61 + 93,

e Equacao caracteristica associada: A7 — 6% + 10\°> — 6A* +9)\3 = 0.

Com efeito, as raizes da equacgao caracteristica associada sao:

AT —6A5 £ 100° — 6" +90% = A*(A* —6A% + 10A% — 6\ +9)
= MA=32 N\ +1).
Logo,
N =32\ +1)=0.
Dessa forma, obtém-se as seguintes raizes da equagao caracteristica associada:

)\120, )\2:3 (S )\3::|:i,

com multiplicidades 3,2 e 1 respectivamente.

Assim, as fungoes
01 =1,00 =12, p3 = 2%, g = €3, 5 = x>, g = cos(z) e w7 = sen(x)

constituem um conjunto fundamental de solugoes. Portanto, a solugao geral da equacao

diferencial homogénea associada é:
Ve = a1 + aox + a3x? + g€ + asze® + ageos(x) + agsen(z); o €R, i=1,2,...7.
Agora, iremos determinar as solu¢oes particulares.
(i) Para q(z) = (2 + 1)cos(z).

Como A\ = 0 4+ é raiz da equacgao caracteristica associada, assumiremos a solugao

particular na seguinte forma:

0p = 2(Agx® + Az + Ag)cos(x) + 2(Bya® + Bix + By)sen(w).

(ii) Para q(z) = x%e3>*cos(x).
Como A = 3417 nao é raiz da equacao caracteristica associada, assumiremos a solugao

particular na seguinte forma:

©p = (Agz? + Az + Ag)e* cos(z) + (Bax® + Biw + By)e*sen(z).

Neste capitulo, abordamos alguns métodos para solucionar equacgoes diferenciais. No
entanto, nao tratamos do método da variacao dos parametros, reducao de ordem e EDQO’s
exatas. O leitor interessado no tema poderé consultar as obras de |Yartey e Ribeiro| (2017)
ou |Zill e Cullen| (2001, Volume 1)).



Capitulo 4

Séries de Poténcias

Neste capitulo, faremos uma pausa no estudo das equacoes diferenciais ordinarias
de ordem n e redirecionaremos nosso foco & anélise da representacao de func¢oées como
séries de poténcias. Em outros termos, estaremos analisando de que maneira as fungoes
podem ser expressas como uma soma infinita de poténcias de x. A principio, realizaremos
uma rapida recapitulagao dos resultados fundamentais relacionados as sequéncias e séries
numéricas infinitas, os quais serao empregados & medida que abordarmos as séries de

poténcias. Ademais, neste capitulo, é definido que 0° = 1.

4.1 Sequéncias e Séries Numéricas

Iniciaremos esta secao com a exploragao das sequéncias infinitas, uma vez que elas
estabeleceram o fundamento para nossa investigacao subsequente sobre séries. Para mais
detalhes, consultar Guidorizzi (2013, Volume 4J), Leithold| (1994, Volume 2)) ou Lima/ (2014,
Volume 1)).

Definicao 4.1. Uma sequéncia ou sucessao de nimeros reais é uma funcao a : N — R,
que associa a cada nimero natural n um nimero real a,, denominado n-ésimo termo da

sequéncia.

De maneira menos formal, a defini¢cao anterior nos esclarece que uma sequéncia equi-

vale a uma lista de ntimeros reais dispostos em uma ordem especifica. Ou seja,
A1,09,y...,0p, ...
Para indicar uma sequéncia de termos a,,, escrevemos:
(a1,a9,...,a,,...), ou (a,)en, ou ainda (a,).

E natural considerar o que acontece a& medida que avangamos na sequéncia (@, )nen. A

medida que tomamos valores de n cada vez maiores, os termos da sequéncia se aproximam
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cada vez mais de um nimero real? Ou, por outro lado, os termos dessa sequéncia crescem
ou decrescem indefinidamente ou os seus valores nao se aproximam de nenhum ntumero

real? A resposta para esses questionamentos reside na defini¢ao a seguir.

Definigao 4.2. Uma sequéncia (a,),en € dita convergente se existe um numero real L,
tal que

lim a,, = L.
n—oo

Por complementaridade, diz-se que uma sequéncia (a,)neny € divergente se ela nao for

convergente.

Dessa forma, para valores suficientemente grandes de n, quando uma sequéncia numé-
rica converge para o numero real L, seus termos se aproximam cada vez mais desse valor.
No entanto, se a sequéncia diverge, seus termos nao se aproximam de nenhum ntmero
real.

A partir de uma sequéncia de nimeros reais, podemos sempre formar uma nova sequén-
cia pela adicao sucessiva de seus termos. Sendo assim, dada uma sequéncia de termos, é
possivel construir a sequéncia das “somas parciais”. A esta tltima sequéncia chamamos de

série numérica infinita.

Definigao 4.3. Sejam (a,),eny uma sequéncia de nimeros reais e
n
Sp = E ap=a1+ax+---+a,
k=1

uma nova sequéncia, denominada reduzidas ou sequéncia das somas parciais, construida

a partir de (an)nen. A soma
o0
E an:a1+a2+...+an+...
n=1
é chamada série numeérica, ou simplesmente série. A parcela a,, é o n-ésimo termo ou

termo geral da série.

De maneira menos rigorosa em termos matematicos, uma série € uma soma de um

numero infinito de termos.

Definicao 4.4. Dizemos que a série
dan=artay+tan+-
n=1

converge ao nimero real S, se lim s, = 5. Se o limite S nao existir, diremos que a série
n—oo

diverge e nao tem soma.
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O limite S serd chamado soma da série. Escrevemos entao:

S:Zan:a1+a2+...+an+...

n=1

Observacao 4.1. As vezes, é conveniente considerar séries do tipo:

oo

Zan:a0+a1+a2+---+an+---,

n=0
que comecam com ag em vez de a;. Esse fato nao deve ser objeto de grande preocupacao
para o nosso estudo, uma vez que a convergéncia e a divergéncia de uma série nao estao
relacionadas aos seus primeiros termos, mas sim ao comportamento dos termos finais, ou
seja, ao limite dos seus termos quando n tende para o infinito, como afirma a proposicao

seguinte.

o0 o0

Proposicao 4.1. Se E ay € E b, sao duas séries infinitas que diferem somente pelos
n=1 n=1

seus m primeiros termos (ou seja, ax = by se k > m), entdo ambas convergem ou ambas

divergem.

Demonstragao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em [Leithold| (1994,
Volume 2| p.711). |

Exemplo 4.1. Vamos considerar a série

=1 1 1 1
S T 4.1
E:n +otg Tt (4.1)

n=1
que é divergente, como veremos adiante. Podemos entao concluir que a série

[e.e]

1 1 1 1
3+5+T+ ) =3+54+T+-+-+—+--- 4.2
+5+ +n21n+1 toHTHo o+t (4.2)

também sera divergente. De fato, observe que a série ({4.2)) difere da série (4.1) somente
nos quatro primeiros termos. Portanto, pela Proposi¢ao .1} podemos afirmar que ela é

divergente.

De maneira geral, o estudo de séries concentra-se em determinar sua convergéncia, ou
seja, em identificar se a série é convergente ou nao. Vejamos alguns exemplos.

o0

Exemplo 4.2. Vamos supor que tenhamos conhecimento da soma parcial da série Z Q-
n=1

Ou seja,

2n

ar=a;+ax+---+a, =-—-—.
;k P 3n+5
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Temos
. : 2n
lim s, = lim
n—00 n—oo \ 3N + H
I 2n
= lim [ ————
= \n @)
) 2
= lim ( =
B 2
= 3

Portanto, a série é convergente e sua soma é igual 3

Exemplo 4.3. A série

o0

g an_l :1—|-a+a2_|_a3+..._|_an_|_...’

n=1
chamada de série geométrica, é convergente se |a| < 1, uma vez que indica a soma dos
infinitos termos de uma Progressao Geométrica (PG), com primeiro termo 1 e razao a de

modulo menor que 1. Como j& sabemos, a soma S da série geométrica é dada por:

Em contrapartida, quando |a| > 1, a série geométrica é divergente, conforme evidenciado
por [Leithold| (1994, Volume 2, p.701).

Exemplo 4.4. A série

f: LR S S S
nin+1) 1-2 2.3 3-4 ’

n=1

conhecida como série telescopica, converge para 1, ou seja, S = 1.

De fato, sendo

1
T k1)
temos, por fragoes parciais,
1 1
A
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Logo, escrevemos a soma parcial s,, dos n primeiros somandos, como

Sp =

_ (4 1 N 1 1 N 1 1 . 1 1
- 2 2 3 3 4 n n+1
= 1+ 1+1-% 1+1 + 1+1 +o 1+1 L
o 2 2 3 3 4 4 non n+1

1
n+1

Tomando o limite de s,, para n tendendo ao infinito, temos:

. ) 1
lim s, = lim (1 — >

Sendo assim, lim s, = 1.
n—o0

Exemplo 4.5. A série de termos alternados

D= =1—1+1-1+41-1+1—1+4--
n=1
cujo termo geral é a, = (—1)""1, ¢ divergente, pois as somas parciais s, valem 0 quando

n é par e 1 quando n é impar. Portanto, nao existe lim s,,.
n—oo

O seguinte teorema estabelece que o limite do termo geral de uma série convergente

tende a zero.

o
Teorema 4.1. Se E a, ¢ uma série convergente, entao lim a, = 0.
n—oo
n=1

Demonstragao. Sejam

Sp,=a1+ax+---+ap—1+a,

Sp—1 =01 +ag+ -+ Ap_1.

Entao,

Sp — Sp—1 = Qp.
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Por hipotese, a série é convergente e, portanto, existe o niumero real L. de modo que:

lim s, = L.
n—o0

Claramente, tem-se também

lim s,_1 =L,
n—oo

pois podemos retroceder elementos da sequéncia s,, sem que isso influencie o resultado do
limite. Logo,

0=L—L=lims,— lim s, ;= lim (s, —s,_1) = lim a,.
n—oo n—o0o n—oo n—0o0

Observe que o Teorema ¢ uma condigao necessaria, mas nao suficiente, para con-
vergéncia de séries. Por exemplo, sabemos que a série do Exemplo [£.4] é convergente.
Consequentemente, de acordo com teorema citado anteriormente, o limite do termo geral
dessa série tende a zero.

Consideremos, agora, a seguinte série conhecida como série harmonica:
E + = + - = +-
3 4

O termo geral desta série tende a zero; no entanto, a série harmonica é divergente. De
fato, observe que podemos decompor a série em infinitas parcelas, e cada uma dessas

parcelas tem um valor de pelo menos 3 Ou seja,

fﬂsq+1+ I N FN ¢ i S
—n 2 \3 4 5 6 7 8 9 10 11 16

Note que cada elemento dentro de um par de parénteses é maior ou igual ao tdltimo
elemento dentro desse mesmo par de parénteses. Portanto, cada agrupamento vale, no
minimo, o produto do tltimo termo pela quantidade de elementos do agrupamento, re-

sultando sempre em 3 Logo, temos que

o0
1 1 1
E —21+ + o= 00,
—n 2 2
Isso mostra que a série harmonica é, de fato, divergente, o que nos permite afirmar que a
reciproca do Teorema [£.1 ndo é verdadeira.
Vejamos uma consequéncia interessante do Teorema [4.1], que nos fornece uma maneira

agil de atestar a divergéncia de séries.
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Corolario 4.1. Se o limite do termo geral de uma série nao tende a zero, entao a série é

divergente.
Demonstracdo. E uma contrapositiva do Teorema . [ |

Exemplo 4.6. Sabemos que o limite lim (—1)"*! ndo existe. Logo, pelo Corolario
n—oo
segue que a série de termos alternados

D) =1—1+1-1+1-1+1-1+---

n=1

¢é divergente.

4.2 Testes de Convergéncia e Divergéncia

Nosso proximo passo é apresentar um conjunto de testes que nos permita compreender
a convergéncia de séries. E comum na literatura comecar abordando testes para séries
cujos termos sao nao-negativos, a saber: teste da comparacao, teste da comparagao no
limite e o teste da integral. No entanto, aqui iremos nos concentrar exclusivamente no teste
da comparacao e no teste de Leibniz. Este tltimo é utilizado para verificar a convergéncia
de séries cujos sinais dos termos sao alternados e que cumprem outras hipoteses, antes de

avangarmos para testes aplicaveis a séries de termos quaisquer.

4.2.1 Teste da Comparagao

Se todos os termos de uma série infinita forem nao negativos, a sequéncia das somas

parciais serd nao-decrescente. Com base nisso, enuncia-se o seguinte lema.

Lema 4.1. Uma série de termos nao negativos seréd convergente se, e somente se, sua

sequéncia de somas parciais tiver um limitante superior.

Demonstracao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em |Leithold| (1994,
Volume 2, p.715). [

O proximo teorema é conhecido como Teste da Comparagao. De certa forma, se ti-
vermos duas séries cujas sequéncias numéricas que as compoem tém uma sendo maior do
que a outra, o critério nos permite “transmitir’ informacoes sobre a convergéncia ou a

divergéncia dessas séries ao compara-las.

o0 o0

Teorema 4.2 (Teste da Comparagao). Sejam Zan e an séries de termos nao
n=1 n=1

negativos, com 0 < a,, < b,,. Entao, tem-se:

o0 oo
(i) Se Z a, for divergente, entao Z b, é divergente;

n=1 n=1
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o
(i) Se Z b, for convergente, entao Z a, ¢ convergente.

n=1 n=1

Demonstrag¢do. Sejam (s,) e (t,) a sequéncia das somas parciais de Zan an,

n=1
respectivamente. Ou seja,

Sp=a1+ay+as+---+a, e t,=b+by+bg+ -+ by

As sequéncias (s,,) e (t,) sdo crescentes, pois estamos somando termos nulos ou positivos.

Além disso,
0§a1+a2—|—a3+---+an:sn§tn:b1—|—b2+bg+--~+bn,

para todo n € N.

o
(i) O fato de Z a, ser divergente implica que s, tende ao infinito. Por outro lado, s,

n=1

¢ menor ou igual a t,, para todo n € N. Logo, a série Z b, também ¢é divergente.

n=1
(o]
(ii) Agora suponha que a série E b, seja convergente. Temos:
n=1

0< sy <tyu=bi+by+bs+---+b, <Y by=T, TER,

n=1
para todo n € N.
o
Entao s, é crescente e limitada superiormente. Logo, pelo Lema , a série E an €
n=1

convergente.

A ideia central do Teste da Comparacao é comparar uma série dada com outra cuja

convergéncia ou divergéncia ja conhecemos.

Exemplo 4.7. A série harmonica generalizada
1 1 ERNE
n® 1o 2« 3o ne

n=1

com « uma constante, é convergente se o > 1.
De fato, note que

ot ne - 2a R Jo 5o G 7a R Qo 15« '

N J/ (& J/ N J/

~ ~~ ~~
2 4 8
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Portanto, temos que
= 1 4 8
g —a§1+—+—+—+~~

Observe que a série a direita é uma série geométrica, cujo primeiro termo € 1 e sua razao
é 7 < 1, pois a > 1. Sabemos que toda série geométrica com modulo da razao menor

do que 1 é convergente. Assim sendo, pelo item (ii) do Teorema a série harmonica
(o]

generalizada Z — & convergente para todo o > 1.
n

n=1
Exemplo 4.8. A série harménica generalizada

[e.9]

1 1 1 1

com o uma constante, ¢ divergente se 0 < o < 1.

. . 1 .
De fato, se @ < 1, entao n® < n. Assim, — > —, para todo n natural. Como a série

oo
1
harmoénica Z — & divergente, segue, pelo item (i) do Teorema que a série harmonica
n
n:loo
: L, .
generalizada Z — ¢é divergente, para todo 0 < a < 1.
nOé
n=1
= 1
Exemplo 4.9. Verifique se a série é convergente ou divergente.
p q Z; T g g

Solucgao: Note que para todo n > 1, temos:
2" +1 > 2",

Deste modo,

[ee]
: : : . 1 . g
Como a série E on ¢ convergente, pois € uma série geométrica de razao > pelo item (i)

n=1

oo
1
do Teorema a série Z 1 também é convergente.
n=1

4.2.2 Teste de Convergéncia para Séries Alternadas

Vejamos, agora, um teorema que nos permite analisar a convergéncia de séries cujos

termos sao alternadamente positivos e negativos, ou seja, as séries alternadas.
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Teorema 4.3 (Teste de Leibniz). Se (a,)qen ¢ uma sequéncia monétonaf| decrescente

que tende a zero, entao a série alternada

o0

Z(—l)”“an:al—a2~|—a3—a4+a5—a6+---

n=1

¢ convergente.

Demonstragao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em Leithold| (1994,
Volume 2, p.728). [

Vejamos algumas aplicagoes do Teorema [4.3]

Exemplo 4.10. Prove que a série

o0

1 1 1 1
T I o
;( ) n 2+3 4+

¢ convergente.

o0

Solugao: De fato, a série dada pode ser escrita como Z(—l)

n=1

1
g, com a, = —, que é
n

uma sequéncia monoétona decrescente, pois

1 1
< —.
n+1 n

Upt1 < Qp =

Além disso,
1
lim a, = lim (—) =0,
n— 00 n—oo \ 7
cumprindo todas as hipoteses do Teorema de Leibniz.

Exemplo 4.11. Verifique as hipéteses do Teorema de Leibniz para a série

D (=) n=1-243-44---

n=1
Em seguida, conclua se é possivel analisar a convergéncia da série utilizando esse teste.
Solugao: Como
Api1 > Gp = n+1>n,

a sequéncia a, = n é crescente. Além disso, a sequéncia nao tende a zero. Portanto, nao

é possivel utilizar o Teorema de Leibniz.

3Uma sequéncia (a,,) é dita monétona quando se tem a,, < a, 11 para todo n € N ou entido a, > a1,
para todo n € N.
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4.2.3 Teste da Razao e Teste da Raiz

Vimos alguns testes de convergéncia para séries com termos nao negativos e séries
alternadas. No entanto, o que ocorre quando os sinais dos termos sofrem variagoes irregu-
lares? Vamos explorar dois testes de convergéncia titeis em situagoes desse tipo. Para isso,

é necessario compreender o conceito de convergéncia absoluta e convergéncia condicional.

[e.o] o
Definigao 4.5. Uma série g a, é dita absolutamente convergente quando a série g ||
n=1 n=1
€ convergente.
[e.9]
) . sen(n) |
Exemplo 4.12. Verifique se a série E ——— € absolutamente convergente.
n
n=1

Solugao: Note que, para todon > 1,

sen(n) < 1
n? |~ n?
Sabemos que a série
o
>
n2
n=1

é convergente, pois é a série harmonica generalizada, com a@ = 2 > 1. Pelo Teste da

= | sen(n
Comparagao, a série Z —() é convergente. Logo, pela Definicao 4.5, a série dada é

n=1
absolutamente convergente.

n2

O proximo teorema estabelece que se uma série for absolutamente convergente, entao
ela também sera convergente. Mas antes, iremos enfatizar duas proposi¢oes imediatas das
séries, as quais surgem a partir das propriedades dos limites de sequéncias convergentes.
Essas propriedades podem ser examinadas em profundidade em [Leithold (1994, Volume
2, p.694).

o0

Proposicao 4.2. Seja A um numero real dado. Se a série Z a, for convergente, entao

(o] o [o.¢]
E Aa, sera convergente e E Ay, = A g Q-
n=1 n=1 n=1

Demonstracao. Temos

n=1

k 9]

[e'9) k
E Aa, = lim E Aa, = A lim ap = A E Q.
k—o00 k—o00
n=1 n=1 n=1 n=1
|

o0 o0 oo
Proposicao 4.3. Se as séries Z a, € Z b, forem convergente, entao Z(an + b,) sera

n=1 n=1 n=1
convergente e
o0 o0 oo

D (an+ba) = an+ Y b

n=1 n=1
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Demonstragcao. Temos

00 k k k
Z(an +b,) = klgrolo (an + by) = ]}grolo Z an, + Z b,,
n=1 n=1 n=1 n=1
Dai
00 k k
=1 li .
2 (0t bo) = Jim D oot Jim D b
Portanto,
D (@t b)) =D jant ) bu
n=1 n=1 n=1

Observacao 4.2. A Proposicao também ¢é valida para a diferenca de duas séries

convergentes.

Usaremos essas duas proposigoes para demonstrar o proximo teorema e também ao

analisar o método da série de poténcias.

o o
Teorema 4.4. Se a série E |a,,| for convergente, entao E a, também serd convergente.
n=1 n=1

Demonstragcao. Temos, para todo n € N,

—Qp S |an| San:> _an+an S |an|+an San+an:>0§ |an|+an S 2’an|

o o
Por hipotese, E |a,,| é convergente. Assim, pela Proposicaold.2| a série E 2|a,| é conver-

n=1 n=1

o0

gente. Portanto, pelo Teste da Comparacao, a série Z |a,|+a, também sera convergente.
n=1

Mas a,, = (|a,| + a,) — |a,|, entao:

n = Z(|an| +an) — Z || (4.3)

n=1 n=1

[e.9]

é uma diferenca de duas séries convergentes e, portanto, vale a Proposi¢ao [£.3] Portanto,
série (4.3)) é convergente. [

Nao vale a reciproca do Teorema [£.4] Observe que a série

[e.9]

S

n=1
é convergente, pois cumpre todas as hipoteses do Teorema de Leibniz. No entanto, essa

série nao é absolutamente convergente. De fato,

oo

D

n=1

1
—1)ntiz
(-1

=1
2257

que ¢é a série harmonica, que como ja sabemos, ¢ divergente. Essa série seré dita condici-

onalmente convergente.
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oo

Definicao 4.6. Uma série convergente g a, é dita condicionalmente convergente quando

n=1
o0
a série E la,| é divergente.
n=1
O teorema a seguir, chamado Teste da Razao, é muito til na determinagao da con-
vergéncia absoluta de uma série dada. Adicionalmente, veremos por meio de exemplos
que este critério é geralmente conclusivo quando o termo de ordem n na série contém um

exponencial ou um fatorial.

Teorema 4.5 (Teste da Razao ou Teste de D’Alembert). Seja a série Zan com

n=1

a, # 0 para todo n natural. Suponhamos que lim exista, finito ou infinito. Seja

n—oo | Ay

. An+1

L= lim |2

n—oo CLn
Nessas condigoes, temos:
o

(i) se L < 1, a série E a, serd absolutamente convergente;

n=1

oo
(ii) se L > 1 ou L = oo a série E a, sera divergente;

n=1

(iii) se L = 1, nada podemos afirmar.

Demonstragcao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em |Guidorizzi

(2013, Volume 4} p.79). |
Exemplo 4.13. Verifique se a série Z(—l)"“gn ¢ convergente.
n=1
~ . n n+1
Solugdo: Sejam a,, = (—1)”*12—n ety = (—1)"+? ST temos:
" -1 n+2 1 on
lim |22 = lim( ) (n+)
n—oo | Qy, n—00 on+l (—1)”“71
. n+1
= lim
n—oo 2n
1
= —<1
2

Logo, a série é absolutamente convergente e, portanto, pelo Teoremal[d.4] ela é convergente.
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oo

2n

Exemplo 4.14. Prove que a série Z(—l)”+1—' é convergente.
n!
n=1
on 2n+1
Solugdo: Sendo a, = (—1)”*15 € apy1 = (—1)"+2m, temos:
" _J_n+22n+l !
lim |2~ g[S S—
n—oo | Qy, n—00 (n/+-1>! (__1)n+12n
0_1)n+22n+1 n!
= lim .
n—oo | (n+ 1)n! (—1)nti2n
2
= lim
n—oo N, + 1
= 0<1

Logo, a série é absolutamente convergente e, portanto, pelo Teorema[f.4] ela é convergente.

(o)
Exemplo 4.15. Ja sabemos que a série harmonica Z — ¢é divergente. No entanto, ao
n

n=1
aplicarmos o Teste da Razao, nao podemos afirmar nada sobre a convergéncia ou diver-

géncia da série harmonica.

Com efeito,

Ap+1
G,

lim

n—0o0

O teorema a seguir, conhecido como Teste da Raiz, é util quando lidamos com potén-
cias de ordem n e possui bastante similaridade com o Teste da Razao. Sua demonstragao

segue uma logica analoga a do Teste da Razao.

Teorema 4.6 (Teste da Raiz ou Teste de Cauchy). Seja a série Z a, com a, # 0
n=1

para todo n natural. Suponhamos que lim {/|a,| exista, finito ou infinito. Seja
n—oo

b=, Vel

Nessas condigoes, temos:
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oo

(i) se L < 1, a série g a, sera absolutamente convergente;

n=1

oo
(ii) se L > 1 ou L = oo, a série E a, sera divergente;

n=1

(iii) se L = 1, nada podemos afirmar.

o0 32n+1
Exemplo 4.16. Prove que a série Z(—l)" 5— € convergente.
n n
n=1
32n+1
Solugao: Sendo a,, = (—1)"——, temos:
n n

lim V/|a,| =

n—oo

) . N 32n+1
= Jlim |3/(=1)"] - /=5
32n+1 L
= lim( )
n—00 n2n

32+,

= lim 5
n—oo n
= 0<1.

Logo, a série é absolutamente convergente e, portanto, pelo Teorema , ela é convergente.

Observacgao 4.3. Note que os Exemplos [£.13] .14 e .16] podem ser resolvidos utilizando
o Teste de Leibniz.

4.3 Séries de Poténcias

Na secao anterior, analisamos séries que possuiam termos constantes. Agora, abor-
daremos séries cujos termos sao nao constantes, conhecidas como séries de poténcias.
Utilizaremos a teoria de convergéncia de séries numéricas estudadas anteriormente para

analisar a convergéncia das séries de poténcias.

Definicao 4.7. Uma série de poténcias é uma série do tipo

D ealr —x0)" = co+ ea(w — x0) + -+ + calw — w)" + - (4.4)

n=0
em que ¢, sao os coeficientes, xg é um numero real dado e x é uma variavel real. Dizemos

que essa série foi desenvolvida em torno de zg.
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Observagao 4.4. Fica convencionado, neste estudo, que (z —x()? = 1 para todo x; real.

O fato de haver a translac¢do (z — () nao afetara os resultados que estudaremos. Logo,

podemos assumir que xy = 0. Assim, obtemos o caso particular da série de poténcias (4.4)):

chx":co+clx+~--+cnx"+~~-. (4.5)

n=0
Notemos que para cada valor de x no qual a série (4.5]) converge, correspondera a uma
soma especifica. Portanto, uma série de poténcias define uma fun¢ao f (soma da série de

poténcias), expressa por:
o

flz) = Z Cpx™.

n=0

O dominio abrange todos os valores de x para os quais a série converge, denominado
intervalo de convergéncia.

Nesse sentido, um questionamento relevante sobre séries de poténcias diz respeito a
sua convergéncia, ou seja, quais valores de x fazem com que a série convirja ou divirja?

Vejamos um primeiro exemplo acerca da convergéncia de uma série de poténcias.

Exemplo 4.17. Se considerarmos ¢, = 1 para todo n, a série (4.5) se torna a série

geométrica de razao x, ou seja,
o
Zx”:1+x+...+x”+...
n=0

que ja sabemos, pelo Exemplo 4.3 que converge quando |z| < 1 e diverge quando |z| > 1.

Portanto, o seu intervalo de convergéncia serda I = (—1,1). Ademais, a série converge para

a soma S = no seu intervalo de convergéncia. Logo, a série de poténcias dada define

a funcao f, tal que f(z) = ez < 1.

11—z
O teorema subsequente ressalta uma caracteristica fundamental das séries de potén-
cias. Ele afirma que o intervalo de convergéncia de uma série de poténcias é simétrico.

(e o]

Teorema 4.7. Se a série de poténcias E cpx” for convergente para x = x1, com x; # 0,
n=0
entdo a série convergira absolutamente para todo x em I = (—|z1|, |z1]), ou seja, |z| < |z1].

[e. 9]

Demonstracao. Por hipotese, a série de poténcias g cpx™ € convergente. Portanto,
n=0

3 n
lim ¢ 2z} = 0.
n—o0

Logo, se tomarmos ¢ = 1, existe um natural p > 0 tal que para todo n > p, |c,zt| < 1.
Como

lepx™| = et - —

= |Cnx?| l’_ )
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segue que, para todo x e para todo n > p,

n

"] < | =
sl

Para |z| < |z1], a série geométrica

n

o0
S|
X1

n=0
T o
de razao — ¢é convergente. Logo, do Teste da Comparacao, a série g cpx” € absoluta-
x
1 n=0
mente convergente para todo z, com |x| < |z]. |
e l.n+1
Exemplo 4.18. A série E converge quando r = —1.
n
n=1
0 (_1)n+1
De fato, quando x = —1, temos a série alternada g , que sabemos, pelo
n=1

Exemplo [1.10] ser convergente. Mas, pelo Teorema[d.7] a série de poténcias dada converge
absolutamente para todo x no intervalo (—1,1).
Vejamos um corolario do Teorema [£.7]

o0

Corolario 4.2. Se a série de poténcias E cpx” for divergente para x = x5, entao a série

divergira para todo x tal que |z| > |zo]. -

o0

Demonstragcao. Suponha que a série de poténcias g cpx” seja convergente para algum
n=0

valor = tal que || > |zg|. Segue, pelo Teorema que a série deve convergir quando

x = x9. No entanto, isso ¢ um absurdo, pois, por hipdtese, a série é divergente. Logo, a

série de poténcias dada ¢ divergente para todo valor de z tal que |z| > |xa|. |

:L,nJrl

o
Para ilustrar o Coroléario 4.2} vejamos novamente o Exemplo 4.18, A série Z
n

n=1

diverge quando x = 1, pois a série dada se reduz a série harmonica, que ¢é dive_rgente.
Logo, para todo valor de x tal que |z| > 1, a série é divergente.

Em uma série de poténcias, existem apenas trés possibilidades em relacao ao intervalo
de convergéncia: ou é degeneradd] ou é infinito, ou é finito. O teorema a seguir confirma

essa afirmacao.

4Um intervalo ¢ dito degenerado quando os seus extremos coincidem.
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o0
Teorema 4.8. Seja a série Z cpx”. Existem trés possibilidades:

n=0

(i) A série converge absolutamente apenas quando x = 0;
(ii) A série converge para todo x;

(iii) Existe um ndimero real R > 0 tal que a série converge absolutamente para todo x

no intervalo (—R, R) e diverge para todo z, com |z| > R.

Demonstragcao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em |Guidorizzi

(2013, Volume 4, p.131). |

Observagao 4.5. O numero R no caso (zii) do Teorema ¢ chamado raio de conver-

géncia.

Observagao 4.6. Nos extremos —R e R a série de poténcias podera divergir ou convergir.

E necessario verifica-los.

Veremos que na pratica, o intervalo de convergéncia é necessariamente do tipo:
I={0}; I=R; I=(—R,R) ou I=(—R,R] ou I =[-R,R) ou I =[-R,R].

Exemplo 4.19. Para a série de poténcias do Exemplo [1.1I8] o raio de convergéncia é

R =1, ja o intervalo de convergéncia é [—1,1). De fato, para z = —1, temos a série

o0
—1)ntt . . .
E i que ja sabemos ser convergente. J& para x = 1, temos a série harmoénica
n

n=1
[eS)

1 . )
E —, que vimos ser divergente.

n
n=1

Vamos agora analisar alguns exemplos de aplicagao do Teoremald.§ Ao mesmo tempo,
utilizaremos os testes de convergéncia discutidos na se¢ao anterior, com énfase nos Testes

da Razao e da Raiz.

Exemplo 4.20. Determinar o intervalo de convergéncia e o raio da série de poténcias
n

> T
Zn?)_'_l

n=1

Solugao: Sejam a,, = - = m Aplicando o Teste da Razao, tere-

1mos:
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xn+1
(n+1)34+1
n§+1
) $n+1 (n3 + 1)
= lim .
n—oo | (n 4 1)3 41 "

An+1

lim
n—oo n—o0

Qn

, z(n® +1)
= hHl —

3
1

= i o D

n—00 (n -+ 1)3 +1

Sabe-se que
3
1

lim & =

n—oo (n+1)3 41

Logo,

341
2| lim _(+1)
n—oo (n4+1)3+1

A série de poténcias sera absolutamente convergente se |z| < 1, isto é, se —1 <z < 1.

= [a]- 1= |z|.

Verificando a convergéncia da série em seus extremos, tem-se:

o0

e Quando x = 1, a série fica g

———, que é absolutamente convergente. De fato,
n3 +1

o
1
a série E — € convergente, pois ¢ uma série harmonica generalizada, com a = 3.
n
n=1
Como
1 1

<
n+1 nd

também é

= 1
para todo n € N, segue, do Teste da Comparagao, que a série E 1
n
n=1

absolutamente convergente.

e Quando x = —1, a série fica E (3__3 ] que é absolutamente convergente. De fato,
n
=1

observe que

; n3+1’_;n3+1

a qual sabemos ser convergente.

Portanto, o intervalo de convergéncia ¢ I = [—1, 1] e o raio de convergéncia é R = 1.
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Exemplo 4.21. Determinar o intervalo de convergéncia e o raio da série de poténcias
o0

r—2)"
Z%-

n=1
- , (x —2)" . .
Solugao: Seja a, = ———. Aplicando o Teste da Raiz, teremos:
nn
Il = Y e
—2
S il
n—oo n
.|z —2
= lim
n—00 n

1
= |z —2|lim —=0.
n—oo 1,

A série de poténcias serda absolutamente convergente para todo x real. Portanto, o
intervalo de convergéncia é I = (—o0,00) e o raio de convergéncia ¢ R = 0.

O teorema enunciado a seguir nos fornece uma féormula para o calculo do raio de
convergéncia de algumas séries de poténcias e, consequentemente, uma maneira mais

pratica de determinar o intervalo de convergéncia da série.

" com ¢, # 0. Se lim Cotl|l _

n—oo | Cp

oo
Proposicao 4.4. Seja a série de poténcias Z Cn® ,

n=0

1
entao o raio de convergéncia é dado pela formula R = I

Demonstracao. Seja a, = c¢,z". Aplicando o Teste da Razao, temos:

+1
. an+1 . Cn+1xn
lim = lim |[———
n—00 | Ay, n—00 CpT™
. Cn+1
= lim |z]|=
n—oo Cn
. Cn+1
= |z| lim

n—oo CTL
Pelo Teste da Razao, segue que a série convergira absolutamente para todo z, tal que,

Cn+1 <1

|z| lim
n—oo CTL
Mas, por hipotese,
. Cnt1
lim | = L.

n—oo | Cp

Logo,
Cn+1

|z| lim
n—oo | Cp

1
<1:>|x|-L<1:>|x|<Z:R.
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Observacao 4.7. Como R é um limite e supondo que esse limite existe, finito ou infinito,

fica estabelecido que quando L = 0 , entao R = 00, e quando L = oo, entao R = 0.
Vejamos alguns exemplos de aplicagao da Proposi¢ao [4.4]

Exemplo 4.22. Vimos que o raio de convergéncia da série de poténcias

o0 n

>
— nd+1
) 1 1 . _—
¢ R=1. Sendo ¢, = PEREE Cntl = m e utilizando a Proposigao 4.4} temos:
. nd+1
lim [———————| =

1
Logo, o raio de convergéncia é R = 1= 1.

Exemplo 4.23. Determine o dominio da fun¢ao f definida por f(z) = Z n"z".
n=1

Solugao: Iremos determinar o seu raio de convergéncia.

Sendo ¢, = n" e ¢,y1 = (n+ 1)"", temos que:

+1
) Cn+1 ) n—+1)"
lim | = = lim Q
n—oo | Cp, n—o00 nm
1
= lim ( )
n—00 nm

= lim

n—o00 nm

1 n

= lim (n+ 1)M

n—o00 nm

1 n

= lim(n+1) (n—i— )

n—o00 n

= lim(n+1) (1+%)n

n—oo
= e-lim(n+1)=oc.
n—oo

Assim, resulta que R = 0. Portanto, a série converge apenas para x = 0. O dominio de f

é {0}, o que significa que tal fungao s6 esta definida para z = 0.
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oo

Exemplo 4.24. Determine o dominio da fungao f definida por f(z) = g —-
n!
n=0

Solugao: Iremos determinar o seu raio de convergéncia.

Sejam ¢, = — e ¢,.1 = ———, temos que:
| nl +1 (n+ 1) q
. 1
n . n !
lim S I ( 4{1)
n—oo | Cp n— 00 por}
_1
. (n+1)!
= Jm I
. n!
= lim ——
1
= lim — =0.

Assim, resulta que R = oco. Portanto, a série converge para todo x. O dominio de f é R.

4.4 Representacao de Funcoes como Séries de

Poténcias

A nossa proxima etapa seré estabelecer uma “ponte” entre as fungoes e suas expressoes
algébricas através das séries de poténcias, ja que frequentemente é mais conveniente lidar
diretamente com as séries do que com as funcoes que elas representam.

Como vimos anteriormente, a soma de uma série de poténcias define uma funcao
o

f(x) = E cpx” cujo dominio é o intervalo de convergéncia da série. Suponha que este-

n=0
jamos interessados em derivar tais fungoes. O teorema a seguir nos assegura que essas

fungoes sao diferenciaveis e que sua derivada pode ser obtida derivando o termo geral da
série que a define.
Esse é um resultado de extrema importancia, e é para alcanca-lo que estudamos toda

a teoria de séries até o momento.

Teorema 4.9 (Derivagao termo a termo). Suponha que f(z) = chx" tenha raio

n=0
de convergéncia R > 0 e I seja o seu intervalo de convergéncia. Se f é uma funcao dada

por

f:1I —- R
f(l’) = Z Cn",
n=0
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entdo f ¢é derivavel, e portanto continua, em (—R, R) e sua derivada ¢ obtida derivando

a série termo a termo, ou seja,
(o9}
= E nea "t = ¢ 4+ 2c0m + 3zt 4 - - -

Demonstragao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em [Leithold| (1994,

Volume 2| p.755). |
De modo geral, a funcao f admite derivadas de todas as ordens no intervalo (—R, R).
Além disso,
chﬂf :>f chn:c 1 Znn—lcnx 2:>...
n=2
Exemplo 4.25. Seja uma funcao f definida pela série de poténcias f(x Z *
n:()

a) Ache o dominio de f;
b) Encontre a série de poténcias que define a func¢do f’ e determine seu dominio.
Solugao:

a) O dominio de f é o intervalo de convergéncia da série que ela define. Logo, sendo

1
Cp — m € Chy1 = m, temos:
1

lim Cntl] _ lim (nt2)2

n—oo [ Cp n—00 m
1 2
= lim —(n +1) .

(n+1)°

Note que, lim = 1. Portanto, o raio de convergéncia da série dada ¢é igual

n—o0 (n + 2)2
1. Como o intervalo de convergéncia é simétrico, a série converge no intervalo (—1,1).
Verificando a convergéncia nas extremidades do intervalo, segue que:

o0

1
e Quando z = 1, a série fica Z W, que é convergente, pois é a série harmo-
n
n=0
nica generalizada com a = 2.
= (1)
e Quando x = —1, a série fica Z W, que é absolutamente convergente, pois
n
n=0
Z (n —i— Z (n + 1
n= =0

que vimos ser convergente.
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Portanto, o dominio da fungao f ¢ o intervalo I = [—1,1].

b) Temos, pelo Teorema 4.9, que:

e}

, (n+ 1)a™ "
f(w) :g (n 1?2 2= (ntl)

Ademais, f'(x) existe para todo x no intervalo (—1,1).

o .’L‘n
Consideremos agora a série ——, entao:
& Z% (n+1)
e 1 . g
e Quando z = 1, temos a série Z , que é divergente. De fato, como ja
n=0 (TL + 1)
vimos,
i SN R L
(n+1) ~ 2 3 4

n=0
¢ a série harmonica, cujo primeiro termo ¢é 1.
n+1

o — (=1)
e Quando x = —1, a série fica -—
nZ—O (n+1)

as hipoteses do Teorema de Leibniz.

, que é convergente, pois cumpre todas

Portanto, o dominio da fungao f’ para todo x é o intervalo [—1,1).

Observagao 4.8. O fato de a série de poténcias que define a fungao f’ ter o mesmo raio
de convergéncia que a série que define a funcao f nao implica necessariamente o mesmo
intervalo de convergéncia, o que significa que as funcoes f e f’ podem nao ter o mesmo

dominio.

1
5 Como uma série de poténcias.

(1—x)

Exemplo 4.26. Represente a funcao f(x) =

Solugao: Derivando cada lado da equacao

1 o0
— 1 2 3 L= n
1 — 2 +x+z°+x” + ;x ,
obtemos:
1 2 - n—1
Podemos trocar n por n + 1 e escrever a func¢do f como f(z) = Z(n + 1)z".
n=0

Exemplo 4.27. Mostre que para todos os valores reais de x,

e 2?28
T _ | o424
e nz%”! tot gt
Solugao: Send _ ! = t :
olugao: »en OCn—meCn_Fl—m, €110S:
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1

im Cn+1 — lim (n—&l-l)!
n—oo Cn n—oo m
n!
= lim ——
n—oo (n + 1)n!
1
= lim ——=0.

Logo, R = oo e, portanto, a série converge absolutamente para todo x real. Assim, seja
f uma funcao definida por:
x
n=0
cujo dominio é o conjunto dos numeros reais. Entdao, pelo Teorema [1.9, para todos os

valores reais de x temos

flx) =

[y =3~

n=0

Logo, f'(z) = f(z). Assim sendo, a fungao f satisfaz a equacao diferencial dy =y,
cuja solugao geral é p(z) = ke®, com k € R, como vimos na Secao 2.2} Note que f(g) =1;
consequentemente, k = 1, e, portanto, f(z) = e*, como queriamos.

O exemplo anterior sugere que é possivel encontrar a solu¢ao de uma equagao diferen-
cial por meio de uma série de poténcias. Este tema sera abordado no préximo capitulo
deste estudo. No entanto, o proximo teorema nos permitird definir a analiticidade de uma
funcao, que sera de grande valia para o desenvolvimento do capitulo posterior.

oo
Teorema 4.10. Seja a série de poténcias g cpx” com raio de convergéncia R, finito ou

n=0
infinito. Se

flz) = chx” =co+ x4 cox? 4 -,
n=0

S™(0)
n!

entao ¢, =
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Demonstragao. Como

= E Cnt™ = co + 12 + cor + - -,

segue que
:chO”:co+cl-O+c2-02+---=co.
n=0
Temos
oo o
f(z) = Z nea ™t =y 4 2000 + 332t + - = + Z ne ™t
n=1 n=2
f(x) = Zn(n —1epz" " =2-1leca+---=2-1ca + Zn(n — 1) ™2
n=2 n=3

e assim por diante, até a derivada de ordem £k, isto é,

f®O(z) = Znn—l “(n— k4 1),z "
n==k

= Klep + Z (n—1)---(n—k+1ca™ "
n=k+1

Assim, para todo k& > 1, f¥)(0) = klc,. Ou scja, para todo n, £ (0) = nlc,. Portanto,

(n)
) .
n!
Do Teorema a série de poténcias que define f pode ser escrita como:
1
0
Z o = f(0) + f'(0)z + fz—('):cQ + (4.6)

De modo geral, se considerarmos a funcdo f definida pela série de poténcias em (z — zy),
ou seja,

[e.@]

E cn(x — )",

n=0

entao a série de poténcias (4.6) fica:

f//(x())
2

2 ()
ZE) = Z %I‘ = f(l’o) + f/(l'())(l’ — IQ) + (ZL’ — I0)2 + - (47)
n=0 ’
A série de poténcias (4.7) é chamada série de Taylor desenvolvida em torno xy. Ja a
série de poténcias (4.6)) é um caso particular da série de Taylor, conhecida como série de

Maclaurin.
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Exemplo 4.28. Ache a série de Maclaurin da funcdo f(x) = sen(x), para todo x real.
Utilize a série encontrada para representar a funcdo g(z) = cos(x) como uma série de

Maclaurin.
Solugao: Se f(x) = sen(z), entdo:
f'(z) = cos(z) = f"(z) = —sen(z) = f"(z) = —cos(z) = fW(z) = sen(z).

Dado que as derivadas se repetem em um ciclo de quatro termos, podemos expressar a

série de Maclaurin da seguinte maneira:

f1O) 10 5 70 4 _ v 2t
f(0) + T T TRt R T - BT E
0 2n+1
= >,
— (2n +1)!

O préximo passo € mostrar que a série de poténcias obtida é convergente para todo x

1
1. De fat doc,=———e€ecpp1=—-,1 :
real. De fato, sendo ¢ Gn 1) € Cnit n 1 3) emos
. 1
lim |22 = lim (ang)!
n—o0 Cp, n—oo @t
2 1)!
= lim —( n+l)
n—oo | (2n 4 3)!
: (2n +1)!
= lim
n—oo (2n 4 3)(2n + 2)(2n + 1)!

1
.
e (2n +3)(2n + 2)

1
Como R = —, concluimos que R = oo. Portanto, a série de Maclaurin obtida é conver-

gente para todo x real. Assim, podemos escrever a fungao seno como a seguinte série:

o0 L2041
sen(x) = ;(—1)"m.

Com base na série acima, podemos obter a série de Maclaurin para a func¢do cos(z),

para todo x real. Do Teorema 4.9, segue:

cos(x) = [sen(z)] =) (—1)"

para todo x real.

Definigao 4.8. Uma fungao f é dita analitica se ela puder ser expressa como uma série

de Taylor com raio R, finito ou infinito.
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As fungoes sen(x) e cos(x) sdo exemplos de funges analiticas, pois podemos representa-

las como uma série de Taylor.

o0
Lema 4.2. Se Z cpx” =0, entao ¢, = 0, para todo n natural.

n=0

Demonstracao. Seja f(x) = E cp,x™. Temos, por hipotese, que f(z) = 0, para todo z
n=0
o

em que a série de poténcias E cpx” seja convergente. Entao, as n-ésimas derivadas da
n=0

funcdo f em x = 0 sdo nulas. Isto &, f™(0) = 0, para todo n > 1. Como ¢y = f(0) = 0,
segue, do Teorema [£.10, que a,, = 0, para todo n natural. [

O préximo teorema é o cerne para o método da série de poténcias, que sera aplicado
na solucao de equacoes diferenciais com coeficientes variaveis. Ele nos afirma que, em uma

igualdade de séries convergentes, todos os seus termos sao idénticos.

Teorema 4.11 (Principio da Identidade entre Séries). Sejam chx” e Zdnx”

n=0 n=0
(o) o
duas séries de poténcias convergentes. Se Z cpx” = Z d,x", entao ¢, = d,, para todo
n=0 n=0
n natural.
Demonstracao. De fato,
(0.) o o0
chx” = Zdnx” = Z(Cn —d,)z" =0.
n=0 n=0 n=0
Segue, pelo Lema [1.2] que
cn—d, =0= ¢, =d,,
para todo n € N. [ |

Concluimos este capitulo com uma observacao crucial sobre o indice de um somatorio.
Observe que o indice n utilizado é uma variavel auxiliar que nao tem nenhum significado
pratico. Portanto, podemos realizar manipulagoes nessa variavel, ou seja, efetuar mudan-
¢as no indice conforme for conveniente, como foi feito nos Exemplos [4.26] e [1.27] Esse
processo é conhecido como deslocamento de indice do somatorio.

Vejamos um exemplo com detalhes. Suponhamos que estejamos interessados em ex-

pressar a série de poténcias

Z(n +2)(n + 1)cpz™ 2 = 12¢020° + 2033 + 30cy2® + - - -,

n=2
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como uma série em que o termo geral envolve z". Podemos realizar um deslocamento de
indice. Observe que para efetuar o deslocamento, devemos somar duas unidades a todos

os termos de n. Ou seja,

D ((n+2)+2)((n+2) + Denaz™D 2 = > " (n+4)(n + 3)cpyon”

= 12¢92° + 20c3x + 30c42® + - - -

Note que ao realizarmos o deslocamento de indice do somatoério, obtemos duas séries

idénticas, porém com “roupagens” distintas.



Capitulo 5]

Método da Série de Poténcias

Nosso objetivo, para este capitulo, serd conectar a teoria de séries de poténcias com
a teoria acerca das equacgoes diferenciais. Em vista disso, concentraremos nosso estudo
no método da série de poténcias, o qual nos ajudara a obter a solu¢ao de uma equacao
diferencial na forma de uma expansao em série.

Ademais, daremos énfase as equacoes diferenciais lineares com coeficientes variaveis,
uma vez que muitas dessas equacoes nao podem ser resolvidas com a mesma “facilidade”
com a qual resolvemos as equacoes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes cons-
tantes.

Em geral, nao é razoavel esperar que a solugao de uma equagao diferencial com coefi-
cientes varidveis possa ser expressa em termos das fungoes elementares, ja que estas nao
constituem um universo suficientemente grande para expressar as solugoes dessa classe de
equacoes.

No entanto, vale ressaltar um caso especial de equagao diferencial com coeficientes
variaveis, designado equacao de Cauchy-Euler, cuja solucao pode ser sempre expressa em
termos das fungoes elementares. Porém, nao iremos nos aprofundar na teoria acerca das
equagoes de Cauchy-Euler; o leitor interessado podera encontrar detalhes sobre essa classe
de equagoes em (ZILL; CULLEN, 2001, Volume 1)).

5.1 A Esséncia do Método da Série de Poténcias

O método da série de poténcias consiste basicamente em supor a existéncia de uma
possivel solucao na forma de série, em seguida derivar termo a termo essa possivel solucao
a quantidade de vezes que for necessaria. Por fim, substituir a série e suas respectivas
derivadas na equagao diferencial. Com isso, calcula-se os coeficientes da série e, portanto,
obtém-se a solucao em série de poténcias para a equagao diferencial.

Para compreendermos o funcionamento do método da série de poténcias, o qual é, por

sua vez, simples e intuitivo, consideremos alguns exemplos.
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Exemplo 5.1. Encontre a solucao da equacao diferencial

Y +y=0 (5.1)
na forma de série de poténcias em torno de xy = 0.
Solugao: Suponhamos que

o(x) = chx” (5.2)

seja solugdo para equagao diferencial ([5.1)). Derivando a série (5.2)) termo a termo duas

vezes, temos:

Y'(x) = chnzn_l = ¢'(z) = Zn(n —1)e 2™ 2.
n=1 n=2

Substituindo ¢ e ¢” na equagao ([5.1)), obtemos a seguinte igualdade:

Z n(n —1)c,a" 2 + Z e = 0. (5.3)
n=2 n=0

Agora, gostariamos de somar as duas séries em ([5.3). Para isso, devemos realizar um

deslocamento de indice, ou seja, fazer n = k + 2 na primeira série e n = k na segunda. A
igualdade (b.3|) torna-se

Z(k +2)(k + 1)cppox® + Z ezt = 0.
k=0 k=0

Somando as séries termo a termo, segue que:

> [k +2)(k + Depsa + cla® = 0, (5.4)
k=0
Portanto, pelo Teorema temos:
(k+2)(k+ 1)cgio + e = 0. (5.5)

Da equagao (5.5)), obtemos uma rela¢ao de recorréncia que determina uma férmula

para ¢g. Como (k+2)(k+ 1) # 0 para todos os valores de k, podemos escrever a equagao

(5.5) como:

Chio = )
2T k4 2)(k + 1)
Iterando essa tltima férmula, temos:

k=0, 02:%

k=1, 63—3_'65

k=2, c“:ﬁﬁc‘*:mz&% 1
k=3, 052;63:>c5: a
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e assim sucessivamente.

Observe que os coeficientes de indices pares estao relacionados entre si. Isto é, ¢, esta
relacionado com ¢g, ¢4 esta relacionado com ¢, e assim por diante. De maneira analoga,
os coeficientes de indices impares estao relacionados, ou seja, c3 esta relacionado com ¢y,
¢ esta relacionado com c3 e assim por diante.

Em vista disso, para os coeficientes ¢, cujos indices sao pares, temos:

Por outro lado, para os coeficientes ¢ cujos indices sao impares, temos:

1

Con+t+1 = (—1) m

Com isso, podemos escrever que a solu¢ao geral da equagao diferencial (5.1]) é dada

por:

p(r) = Z(—l)n@iz)!xzn+;<_1)nﬁx2n+1

- n ]' 2n n 1 2n+1

n=0

Note que as séries que compoem a fungao ¢ sao aquelas analisadas no Exemplo [4.28
Portanto, podemos afirmar que as séries envolvidas sao convergentes. Além disso, con-
forme a Proposicao [£.3] segue-se que a soma das séries é convergente para qualquer valor
de x real. Assim, a solugao obtida é valida em toda reta real, com ¢y e ¢; constantes
arbitrarias. Ademais, segue do Exemplo [3.22] que as séries que compéGe a solug¢ao encon-
trada sao linearmente independentes e, portanto, formam um conjunto fundamental de

solugoes.
Exemplo 5.2. Encontre a solucao da equacao diferencial
Yy —2xy =0 (5.6)
na forma de série de poténcias em torno de x5 = 0.
Solugao: Suponhamos que

o(x) = chx” (5.7)

seja solucdo para equagao diferencial ((5.6). Derivando a série (5.7 termo a termo uma

vez, temos:
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Substituindo ¢ e ¢’ na equagao (5.6)), obtemos a seguinte igualdade:

incnxn_l —2x i cpx” = 0. (5.8)
n=1 n=0

Com o intuito de somar as duas séries, escrevemos ([5.8|) como:

1z’ + Z ne, ™t — Z 2,2t = 0. (5.9)
n=0

n=2

Fazendo n = k + 1 na primeira série e n = k — 1 na segunda. A igualdade ({5.9)) torna-se

c + Z(k? + 1)Ck+1ZEk — Z ZCk_lfbk = 0.

k=1 k=1

Somando as séries termo a termo, segue que:

o+ Z[(k‘ + 1)epp1 — 2¢p1]a = 0. (5.10)
k=1

Portanto, pelo Teorema temos:
c1=0 e (k+1)cgr1 —2c,1 =0. (5.11)

Da equacgao (5.11]), obtemos uma relagdo de recorréncia que determina uma férmula
para ¢;. Como k + 1 # 0 para todos os valores de k, podemos escrever a equagao (5.11)

CcOomao:

2c1
C =
T k1)
Iterando essa ultima férmula, temos:
2
kzl, CQZ%jCQZCQ
2
k=2, 03:%:>63:0
202 Co
3 Cyq 4 Cy 2.1
2
k:4, C5:%=>C5:0
204 Co
) Ce Ce 3.9.1
2
]{7:6, C7:$$C7:0
2
l{:7, ngﬁ:>06 “

8 T 4.3-2-1
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e assim sucessivamente.

Observe que para os coeficientes ¢ cujos indices sao pares, temos:

Co

Cop = —|
n.

Por outro lado, para os coeficientes ¢, cujo indices sao impares, temos:
Cont1 = 0.

Com isso, podemos escrever que a solugao geral da equacao diferencial (5.6 ¢ dada

por:
e 0 op
Co 9y X
n=0 n=0

2

Neste cenario, é incerto se a solugcao encontrada pode ser aceita, pois nao possuimos
informagoes sobre a convergéncia da série de poténcia que descreve a solucao da equagao

diferencial ([5.6)). Dessa forma, devemos estudar a convergéncia da série em questao.

Sendo ¢, = — e ¢,;.1 = ——, temos:
nl YT (4 1)
. 1
n . n !
lim o~ Jim | JII)
n—oo | Cp n—00 o]
li L !
= lim |———— - n!
n—oo | (n + 1)n!
= lim — =0.

Dessa maneira, o raio da série de poténcias ¢ R = oo e, portanto, a série
é convergente para todo x real. Ademais, pela Proposicao [4.2] segue que a série que
determina a fungao ¢ é convergente. Logo, a solugao obtida é valida em toda a reta real.

A préxima secgao seré destinada a formalizar o método da série de poténcias de modo
a assegurar a existéncia da solugao de uma dada equagao diferencial em série de poténcias
sem que nos preocupemos em verificar a convergéncia da série obtida como solucao. Sali-
entamos que o estudo das solugoes de equacoes diferenciais através de séries de poténcias
¢é dividida em dois casos: solugoes em torno de pontos ordinarios e solug¢oes em torno de

pontos singulares. Aqui, abordaremos exclusivamente o primeiro caso.

5.2 Solucoes em Torno de Pontos Ordinarios

Iniciaremos essa secao com os conceitos de funcao continua em um ponto xy e de

extensao continua de uma funcao, respectivamente.
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Definigao 5.1 (Continuidade). Sejam f uma fungao e zp um ponto do seu dominio.

Suponha que lim f(z) exista. Nessas condigoes, uma fungao f é continua em xg, se
Tr—T0

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Definigao 5.2 (Extensao Continua). A extensao continua de uma fun¢ao f em um
ponto zy no qual ela nao esté definida, mas tem limite finito em x, é a funcao g definida
em xy dada por:

fl@),  sex#x

9(x) = lim f(x), sex = xy.
T—T0

Ou seja, a fungao g é igual a funcao f, exceto no ponto xy.

sen(x)

Por exemplo, a extensao continua da fungao f(z) = no ponto x = 0 é a fungao

g(x) dada por:

sen(m)7 se w40
x
9lz) = sen(x)
lim =1, sex=0.
z—0 x

Em posse das Defini¢oes (5.1), (5.2) e (4.8), conceituaremos ponto ordinério e ponto

singular. Considere a equagao diferencial linear de ordem 2:
Pg(d?)y” + Pl(I)y/ + Po(l’)y = O, (513)
com Py(z) # 0. Escrevemos entao a equagao (5.13)), como:

v+ p1(2)y + po(z)y =0, (5.14)

Pl(l’) P()(I)

e py = . Definimos:
Po(z) 7T By(a)

onde p; =

Definigao 5.3 (Ponto Ordinario e Ponto Singular). Um ponto z; é dito ponto ordi-
nario ou nao-singular da equagao diferencial (5.14)), se p;(z) e po(x) s@o fung¢oes analiticas
nesse ponto ou suas extensoes continuas sao analiticas em xg. Caso contrario, z é dito

ponto singular ou uma singularidade dessa equagao.
Vamos considerar alguns exemplos para facilitar a compreensao da defini¢ao anterior.

Exemplo 5.3. A equacao diferencial linear de ordem 2,
y" + "y + sen(z)y =0,

nao possui ponto singular. Em outras palavras, todo ponto x = zy ¢ um ponto ordinério
dessa equagao diferencial, inclusive para x = 0. De fato, sejam p;(z) = €” e po(x) =
sen(z), temos:

2 3 x _n

. r x° B "
e—Hﬂ+§+§+m—Z
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(§
$3 ZL‘5 ZL’7 > . a72n+1

que ja sabemos convergir para todo valor de x real, em particular para x = 0. Portanto,

a analiticidade esté verificada.

Exemplo 5.4. A equagao diferencial linear de ordem 2
xy” + sen(z)y =0

possui um ponto ordinario em xz = 0. Com efeito, escrevemos a equacao diferencial dada

Ccomao:

psen(e) o
T

Sejam py(x) =0 e po(z) = %(x)? temos:

sen(x) 1 3 N x5 2T N
= “|lz—-+=-=+...
x x 350 7!
2 xt 2®
=gty ot
o 2n
T
= e e 5.15
Z< ) (2n +1)! (5.15)

n=0

Agora, aplicamos o teste da razao na série ((5.15)), que representa a extensao continua de

po(z), para verificar a sua convergéncia.

2n 2n+2

T T

_ (_1\n _ (_1\n+1 .
Sendo a, = (—1) Gn i) e api = (—1) Gnia) temos:
(_1)n+1x2n+2
lim An+1 —  lim (2n+3)2!
n—00 | Ay n—oo (=1)nz2n
(2n+1)!

2n+2 2 1)!
= lim |(—1)"™ ‘ : (@n+1)

(2n+1)

|
. : 12
e (2n+3)(2n+2)(2n + 1)! 2]

1
= 1 . 2 — 0 < 1
o sy ©

A série é absolutamente convergente e, portanto, convergente. Assim, esta verificada a

analiticidade da funcao em x = 0.
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Exemplo 5.5. Os pontos singulares da equagao diferencial linear de ordem 2

" T / 1
=0
Y +x2—|—1y+x2—|—1y
x 1
sao as raizes de 22 + 1 = 0, a saber, x = i, nos quais =—2e = —
raiz x r, T i, nos quais p;(z) o po(z) o

nao admitem extensao continua, uma vez que apresentam limites infinitos nesses pontos.

Esse exemplo mostra que pontos singulares nao sao necessariamente reais.

A definicao de pontos ordinarios e singulares com base no conceito de analiticidade
pode tornar a determinacgao deles complicada em algumas situagoes. A analise mais formal
da teoria das funcoes analiticas é conduzida em cursos de fungoes de variaveis complexas.
No entanto, nao precisamos de uma teoria muito avangada para continuar o nosso estudo,
visto que na maioria dos casos estaremos lidando apenas com equagoes diferencias cujos
coeficientes sao polindmios. Nesse caso, como consequéncia da Defini¢ao [5.3) ha uma
maneira simples de determinar se um ponto zy é ordinario ou singular.

Observamos a seguinte condigao: quando os coeficientes da equagao , ou seja,

Py(z), Pi(z) e Py(x), sdo polindmios sem fatores comuns, um ponto xg é:
(i) ordinario se Py(zg) # 0;
(ii) singular se Py(zo) = 0.

Observacao 5.1. Note que a condi¢ao anterior é necessaria e suficiente apenas quando os
coeficientes da equagao diferencial sao polindmios. Caso contrario, nao podemos afirmar
que um ponto zo ¢ ordinario ou singular. Basta observar o Exemplo p.4] em que Py(z)

nao esta definido para = = 0, mas este ponto é ordinario.

2

Exemplo 5.6. Os pontos singulares da equacao (z* — 1)y” 4+ 22y’ + 6y = 0 s@o as raizes

de 22 — 1 =0, a saber, z = £1. Por outro lado, todos os outros pontos sao ordinarios.

O teorema a seguir estabelece que quando um ponto é ordinario para a equacao di-
ferencial (5.14)), ela possui duas solugoes linearmente independentes representadas por
séries de poténcias. Além disso, o teorema assegura a existéncia de um intervalo minimo

de convergéncia.

Teorema 5.1 (Existéncia de Solugoes em Série de Poténcias). Seja a equagao

diferencial ([5.14). Supondo que z = xy é ponto ordinério dessa equagdo, entao existem
[e.e]

duas solucoes linearmente independentes na forma Z cn(x — )", com raio minimo de

n=0
convergéncia, R, dado pela distancia do ponto xy ao ponto singular mais proximo (real

ou complexo).

Demonstracao. A prova com todos os detalhes pode ser encontrada em [Apostol (1988,
Volume 1} p.191). |
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Para solucionar uma equac;éo diferencial como a , seguiremos 0s mesmos passos
apresentados no Exemplo [5.1] Além disso, é conhecido que a solucao geral para esse tipo

de equagao ¢ dada por:
p(x) = arp1(z) + azpa ().

Pode-se mostrar que a; = ¢y e ag = ¢1, onde ¢y e ¢; sao nameros reais arbitrarios. No
mais, por uma questao de simplicidade, assumimos que um ponto ordinéario esta sempre
localizado na origem, ou seja, quando z = 0, uma vez que, caso contrario, a substituicao

t = x — xo transforma o valor x = zg em t = 0.

Exemplo 5.7. Resolva a equagao diferencial
(2* —4)y" +3zy +y =0 (5.16)
satisfazendo as condigoes iniciais y(0) =4 e y'(0) = 1.

Solugao: Observe que os coeficientes da equagao sao expressos como fungodes polinomi-
ais, isso implica que sdo também fungoes analiticas. Dado que Py(r) = x? — 4, temos
Py(0) = —4 # 0. Isto significa que x = 0 é um ponto ordinéario da equagao. Portanto, o
Teorema, assegura a existéncia de duas solugoes linearmente independentes represen-
tadas como séries de poténcias. Além disso, o raio minimo de convergéncia é determinado
pela distancia entre o ponto ordinario e o ponto singular mais préximo, que neste caso

sao x = 2. Portanto, temos:
Rppin = d(0,£2) = 2.
Seja
= Z Cpa™ (5.17)
n=0

solucdo para a equagao diferencial (5.16)). Derivando a série (5.17)) termo a termo duas

vezes, temos:
(o] 0
_ n—l —2
= ne,T n(n —1)c,z" ™ °.
n=1 n=2

Substituindo ¢, ¢' e ¢” na equagao ([5.16)), obtemos a seguinte igualdade:

(a:2—4)z (n—1)c,a" 2 + 3xchn”1—|—ch = 0

n=2

x? i n(n —1)c 2" 2 — 4i n(n —1)c,2"? + 3z i neazt + i e = 0
n=2 n=2 n=1 n=0
inn—lcnaz Z4nn—1cn”2+23ncnx +ch = 0.
n=2
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Deslocando os indices das séries convenientemente, escrevemos a tultima igualdade da

seguinte forma:

Zk( —1ckx 24 (k+2)(k+ )ck+2x —|—23kckx +chx =0.
k=0 k=0 k=0 k=0

Somando essas séries termo a termo, segue que:

o0

Z[k(k: — Dep — 4(k +2)(k + 1)cpyo + 3key, + c)a® = 0.

n=0

Portanto, pelo Teorema (4.11]), temos:
]{I(k,‘ — 1)Ck — 4(l€ + 2)(]6 + 1)Ck+2 + 3kck + ¢ = 0. (518)

Da equagao (5.18) obtemos uma rela¢ao de recorréncia que determina uma foérmula

para ¢g. Como (k+2)(k+1) # 0 para todos os valores de k, podemos escrever a equagao

(5.18) como:
[k(k —1) + 3k + 1]cy,

C =
2 Ak +2)(k + 1)
(k+1)2ck
A4k +2)(k+1)
. (k‘+1)Ck
4k +2)
Iterando essa tltima férmula, temos:
Co
k:O = —-—
) C2 42
201
k=1 = —
’ “T13
o . 302 360
k=2 AT T T a4
B 4cs 4-2c¢
k=3, T A5 5T 1543
5ey 5 - 3¢
=4 -1
k=4, “T 46 T 464442
6¢s 6-4-2c¢
k= — —
> AT T T 74543

e assim sucessivamente.
Observe que para os coeficientes ¢, cujo indices sao pares, temos:
(2n—1)2n—3)---5-3c

W= , Vn> 1.
T ) 2n—2)---6-4-27
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Por outro lado, para os coeficientes ¢, cujos indices sao impares, temos:

(2n)(2n —2)---6-4-2¢

Vn > 1.
r2n+)@n-1).--7-5-3 7

Con+1 =

Como a solug@o da equagao diferencial (5.16]) ¢ dada pela série ((5.17)), segue que:

o o0
_ 2n 2n+1
p(z) = Z ConT™ + Z Con1T
n=0 n=0

= (cg+cx®+---)+ (i +cza®+---).

No entanto, obtemos uma férmula para ¢, para todo n > 1. Sendo assim, a solucao geral

da equagao (5.16)) fica:
p(x) = co+ pi1(z) + a1z + (),

com

i (2n—1)(2n —3) -+ -5 - 3¢g - 2
ot m(2n)(2n —2)---6-4-2
e
i n)(2n —2) - 6-4-2c, - x?t!
2o g @n+ )20 —1)- 753
Ademais, p(0) = ¢y =4 ¢ ¢'(0) = . Portanto, a soluc@o da equagao satisfazendo as

condigoes iniciais dadas é:

o(x) =4+ p1(z) + =+ pa(x).

5.3 A Equacao de Legendre

Encerramos este capitulo ao abordar, nesta secao, a Equacao de Legendre, uma equa-
cao diferencial que surge com frequéncia em aplicagoes matematicas, na Fisica, entre
outros campos e que, por isso, vale a pena ser tratada em separado.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) foi um matemaético francés cujas contribuigoes
de destaque na Matematica avancada se concentraram na Teoria dos Numeros e nas
fungoes elipticas. Segundo [Eves (2011)), ele também é notavel na Histéria da Matematica
Elementar, principalmente devido a sua obra “Eléments de Géométrie”, cujo objetivo
era aprimorar pedagogicamente os “Elementos” de Euclides. Ademais, seu nome aparece

ligado & equacgao diferencial
(1—2%)0" — 220" + A(A +1)0 =0, (5.19)

em que A é um natural dado.
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A Equagao de Legendre (5.19) é originada da equagao polar proveniente da Equagao

de Laplace em coordenadas esféricas, dada por:

d

i (sen(&)%) + Osen(f)A =0, (5.20)

onde A é a constante de separagao, apos a realiza¢do da substituigdo x = cos(f). Obser-

vamos que a equacao (5.20) pode ser escrita da seguinte maneira:

d*0 doe
sen(@)w + cos(@)% + Osen(#)A = 0. (5.21)
Ao multiplicarmos a equacao (5.21f) por W7 com 0 # kr, k € Z, obtemos:
sen
d*e do
— — A=0. 22
102 + cotg(0) 70 +0 0 (5.22)

Podemos expressar esta equacao em termos da varidvel x utilizando a substituicao z =

cos(f) de modo que:

d dvd () d
o~ dode  ar
Para isso, note que:
& dd
do? — dfdo

_ d(dd
do \ df dx

_ % (—sen(ﬁ)%)

= —cos(@)di - sen(@)i(gali
x x

_ _cos(e)di — sen(0) (_Sen(e)di) %

T T
d d?
= —cos(@)% + sen2(0)@.

A partir da Relagdo Fundamental da Trigonometria, expressamos a tultima igualdade

CcOomao:

A = —cos(t) 1 (1~ cost(0)) 4 (5.23
o = —cos(0)— cos e :
Substituindo cos(#) por = na igualdade ([5.23)), temos:
d? d d?
= —x— + (1 — xz)— (524>

o2 dx o2
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Observamos também que:

d d
cotg(@)ﬁ = cotg(0) (—sen(@)%> . (5.25)
cos () ,
Dado que cotg(0) = @) podemos reescrever a igualdade (5.25) como:
sen
cotg(@)je = —003(9)%. (5.26)
Ao substituir cos(f) por x na igualdade (5.26)), obtemos:
d d
= —g— 2
cotg(@)de T (5.27)
Substituindo as igualdades (5.24) e (5.27) na equagao (5.22), obtemos:
d?O(z) dO(z)
1—a? —2 A© = 0. 2
( x)de xdx—l—@o (5.28)

Por conveniéncia, escrevemos A como um nimero inteiro nao negativo multiplicado pelo
seu sucessor, ou seja, A = A\(1 + ), com A\ um inteiro nao negativo. Portanto, chegamos
a equacao ([5.19)).

A equagao de Legendre é de grande importancia na Matemética Aplicada, e suas solu-
¢oes sao denominadas fungoes de Legendre (de ordem A). Quando A > 0, a equagao possui

solugoes polinomiais de interesse particular, conhecidas como Polinémios de Legendre.

5.3.1 Solucao para a Equacgao de Legendre

Vamos direcionar nossos esforgos para encontrar agora solugoes em forma de séries
para a equacao (5.19) em torno do ponto # = 0. Observamos que Py(z) = (1 — 2?),
Pi(z) = =22 e Py = A(A + 1) sao polindmios sem fatores comuns. Além disso, P,(0) = 1,
o que ¢ diferente de zero. Portanto, z = 0 ¢ um ponto ordinéario da Equagao de Legendre.
Assim, o Teorema assegura a existéncia de duas solugoes linearmente independentes

representadas como séries de poténcias da forma

= i e, (5.29)
n=0

com raio minimo de convergéncia igual a um, ou seja, R,,;, = 1. Substituindo a equacao
(5.29) e suas respectivas derivadas na Equagao de Legendre ((5.19) e fazendo A(A+1) igual

a a, obtemos:

o0 oo o0
1—m E n(n —1)c,z"~ —2:6‘2 ncn:c”’ljtag et = 0
n=2 n=1 n=0

inn—lcn x2inn—1cnx —Qxchn”I—f-ach =0
n=2 n=2
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Ao realizar o deslocamento de indice de maneira conveniente, ou seja, ao fazer k =n — 2
no primeiro somatorio e nos demais substituindo simplesmente n por k, reescrevemos a

ultima igualdade da seguinte forma:

o0

Zk—i—Z k+ 1)cpyon —Zk‘ — 1)epa® —Z2kckx —i—Zackx =0. (5.30)
k=0 k=1 k=0

Observe que o segundo e o terceiro somatorio podem ser iniciados com k = 0, ja que ao
fazer isso, entram mais duas parcelas para o segundo somatoério e uma parcela para o

terceiro somatorio, sendo ambas nulas. Ou seja:

[e.9]

k(k—1)cpa® =04+ 0+2- lega? 4+ 3 - 2c32° + - Zk:(k — 1)cpa® (5.31)
2 —

Z ke =042 1oy +2-2002% + -+ = Z 2kepz®. (5.32)
k=1 —

Portanto, reescrevemos a equagao ((5.30]) como:

o0

ik—FZ /{:+1ck+2x —Zk —1ckx —Zchkx —i—Zackx =0.
k=0

Ao somarmos as séries anteriores, obtemos:
Z[(/@ +2)(k + Degyo — k(k — 1)ep — 2key + ac]z® = 0. (5.33)
k=0

Logo, pelo Teorema [£.11] temos:
(k+2)(k+ 1)egso — k(k — 1)cg — 2key, + ac, = 0. (5.34)

Dado que a = A(X\ + 1), ao realizar as operagdes necessérias, chegamos a relacdo de

recorréncia para todo k£ > 0:

Q=R +k+D
T T )+ )

C. (5.35)
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Iterando essa tltima férmula, temos:

— %:_u—n$+mq
k=2,cp=—0_2§g+$wz>@:(A_”A@foA+$%

k=3, o= AT 3;<.A4+ Yo, _(A=3)A- 1)5)? +2)(\ + 4)eq

— %:_jA—ﬂQ;6k4écw:_M—AxA—mMAgUM+ﬁﬂA+®%
k:5,CF:_Q_5¥2+®%:>®:_KA—QQ—ﬁﬂA—U$+QMX+®Q+ﬁk1

e assim sucessivamente.

Para os coeficientes ¢, cujos indices sao pares, temos:
AA=2)--(A=2n+2)A+1)(A+3)---(A+2n—1)
(2n)!

Analogamente, para os coeficientes ¢, cujos indices sao impares, temos:

ZA=1DA=3)---(A=2n+ 1A +2)(A+4)--- (A +2n)
(2n+1)!

Por conseguinte, a série que define a solugdo da Equagdo de Legendre (5.19) pode

Con = (—1)" co, Vn > 1.

Con+1 = (—]_) C1, Vn Z 1.

escrever-se comao:

) oS
_ 2n 2n+1
QO(I’) - Z Con + Z Con+1T
n=0 n=0

= (co+r’+ )+ (ar+ea+--).

No entanto, obtemos uma férmula para c, para todo n > 1. Sendo assim, a solucao geral

da Equacao de Legendre fica:

p(r) = cop1(x) + crpa(),

onde,
%@g:1+§:@4WAO—2%-%A—2n+2&g;nu+ay.mx+zn_mx%7

D A=1DA=3) - A=2n+ DA +2)(A+4)---(A+2n) 4,4
(2n + 1) T

pa(a) =+ ) (~1)

n=1



Capitulo O

Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho centrou-se no estudo do método da série de poténcias para a solucao
de equacoes diferenciais ordinarias em torno de pontos ordinérios, tema geralmente nao
abordado nos cursos de Calculos Diferencial e Integral. Foi examinada de forma precisa
a teoria das equacoes diferenciais ordinarias lineares de ordem n, assim como a teoria de
séries numeéricas e séries de poténcias, a fim de discutirmos o método da série de poténcias,
culminando na resolugao da Equagao de Legendre.

Ao longo do seu desenvolvimento, tornou-se evidente que, mesmo quando hé a garantia
da existéncia de uma solucao para uma equagao diferencial ordinaria, nem sempre é viavel
expressa-la em termos de funcoes elementares. Isso ressalta a significativa importancia do
estudo do método das séries de poténcias.

Neste trabalho, focamos especificamente no método da série de poténcias para so-
lugdes em torno de pontos ordinarios, ou seja, em pontos cujos coeficientes da equagao
diferencial sao analiticos. No entanto, temos a intencao de investigar em pesquisas futu-
ras esse método para solugoes em torno de pontos singulares, isto ¢, em pontos nos quais
os coeficientes da equacao diferencial nao sao analiticos, uma vez que existem diversos
problemas advindos das aplicagoes onde a solugao procurada esta exatamente em torno
de um ponto singular e, portanto, a técnica estudada nesta pesquisa nao é suficiente.

Além disso, a experiéncia de abordar este tema certamente teve um impacto positivo
em minha formacao. Ademais, é esperado que este trabalho possa servir como uma fonte
de referéncia para os alunos interessados em estudar este tema, ou até mesmo como uma

base para a elaboracao de futuras pesquisas na area.



Referéncias

APOSTOL, T. M. Cldlculo: Céalculo com func¢oes de uma variavel real com uma
introdugao a Algebra linear. Tradugao Doutor Anténio Ribeiro Gomes. Rio de Janeiro:
Riverté, 1988, Volume 1.

BOCCATO, V. R. C. Metodologia da pesquisa bibliografica na area odontolégica e o
artigo cientifico como forma de comunicagao. Revista de Odontologia da Universidade
Cidade de Sao Paulo, v. 18, n. 3, p. 265-274, 2006.

BOYCE, W.; DIPRIMA, R. C. Equacoes diferenciais elementares e problemas de valores
de contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2011.

EVES, H. Introducao a historia da matemdtica. Hygino H. Domingues. 5. ed. Sao Paulo:
Editora da Unicamp, 2011.

GUIDORIZZI, H. L. Um curso de cdlculo. 5. ed. Rio de Janeiro: Grupo Gen-LTC, 2013,
Volume 4.

IEZZI, G.; HAZZA, S. Fundamentos de Matemadtica Elementar: Complexos, polindmios
e equagoes. 8. ed. Sao Paulo: Atual, 2013, Volume 6.

INCE, E. L. Ordinary differential equations. [S.1.]: Courier Corporation, 1956.

LEITHOLD, L. Cadlculo com Geometria Analitica. Sao Paulo: editora Harbra, 1994,
Volume 2.

LIMA, E. L. Curso de andlise. Rio de Janeiro: IMPA, 2014, Volume 1.

YARTEY, J. N. A.; RIBEIRO, S. S. Tdpicos de equagoes diferenciais ordindrias.
Salvador: Universidade Federal da Bahia - UFBA, Instituto de Matematica e Estatistica;
Superintendéncia de Educacao, 2017.

ZILL, D. G.; CULLEN, M. R. Equagoes Diferenciais. Tradugao Antonio Zumpano. 3. ed.
Sao Paulo: Pearson Education, 2001, Volume 1.



	6468ce319386cf6f0690bf3f3865b5b7c7d0fe1bc6a95adc6c4d20710e07eb6e.pdf
	6468ce319386cf6f0690bf3f3865b5b7c7d0fe1bc6a95adc6c4d20710e07eb6e.pdf
	6468ce319386cf6f0690bf3f3865b5b7c7d0fe1bc6a95adc6c4d20710e07eb6e.pdf
	Introdução
	Introdução às Equações Diferenciais
	Definições Básicas e Terminologia 
	Classificação

	Solução de uma Equação Diferencial 
	Solução Geral


	Equações Diferenciais Lineares de Ordem n
	Teoria Preliminar
	Problema de Valor Inicial
	Existência e Unicidade de Solução
	Dependência e Independência Linear

	Solução Geral para Equações Diferenciais Lineares Homogêneas
	Princípio da Superposição
	Soluções Linearmente Independentes
	Conjunto Fundamental de Soluções e Solução Geral

	Equações Lineares Homogêneas com Coeficientes Constantes
	Solução Geral para Equações Diferenciais Lineares não Homogêneas
	Equações Lineares não Homogêneas com Coeficientes Constantes
	Método dos Coeficientes a Determinar


	Séries de Potências
	Sequências e Séries Numéricas
	Testes de Convergência e Divergência
	Teste da Comparação
	Teste de Convergência para Séries Alternadas
	Teste da Razão e Teste da Raiz

	Séries de Potências
	Representação de Funções como Séries de Potências

	Método da Série de Potências
	A Essência do Método da Série de Potências
	Soluções em Torno de Pontos Ordinários
	A Equação de Legendre
	Solução para a Equação de Legendre


	Conclusões e Perspectivas
	Referências


