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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre Cadeias de Markov em
tempo discreto e espago de estados finito. O tema serd abordado de forma gradativa, de
tal modo que, iniciaremos com elementos basicos e essenciais para uma compreensao geral.
Em seguida falaremos sobre classificagoes de estados e cadeias, assim como proposi¢oes
relacionadas a este topico que serdao importantes para verificagao de resultados posteriores
como o Teorema de Convergéncia em Variacao Total. Neste teorema, veremos o modo
de como a matriz de transi¢do ird convergir e as condi¢Oes necessarias que garantem a
convergéncia. Para tanto, abordaremos sobre um tipo de distribuicao que chamaremos
de estacionaria e estabeleceremos uma métrica de distancia entre duas distribuigoes de
probabilidade. Em seguida, iremos tratar sobre Tempo de Mistura, onde sera introduzido
um conceito que define o tempo necessario para que a distancia entre duas distribui¢oes
de probabilidade seja suficientemente pequena. Todos estes conceitos abordados serao
importantes para a construcao da relacao entre Cadeia de Markov e Teoria Espectral, pois
a partir dos resultados construidos junto com o estudo de autovalores e autovetores de uma
matriz, iremos encontrar limitantes para distancias entre distribuicées de probabilidade

para determinados tipos de cadeias em fun¢ao dos autovalores da matriz de transicao.

Palavras-chave: Probabilidade; processo markoviano; convergéncia; Teoria Espectral.



Abstract

The aim of this work is to present a study on Markov Chains in discrete time and finite
state space. The theme will be approached gradually, in such a way that we will start
with basic and essential elements for a general understanding. Next, we will talk about
classifications of states and chains, as well as propositions related to this topic that will
be important for verification of later results such as the Convergence Theorem in Total
Variation. In this theorem, we will see how the transition matrix will converge and the
necessary conditions that guarantee convergence. To do so, we will approach a type of
distribution that we will call stationary and we will establish a metric of distance between
two probability distributions. Finally, we will deal with Mixing Time, where we will
introduce a concept that defines the time required for the distance between two probability
distributions be sufficiently small. All these concepts discussed will be important for
building the relationship between Markov Chain and Spectral Theory in which, based on
the results constructed with the study of eigenvalues and eigenvectors of a matrix, we will
find limits for distances between probability distributions for certain types of chains in

function of the eigenvalues of the transition matrix.

Keywords: Probability; Markovian Processes; convergence; Spectral Theory.
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Capitulo 0

Introducao

Em 1906, o matematico russo Andrei Andreyevich Markov iniciou um estudo de um
processo em que apenas o resultado de uma experiéncia atual pode interferir no resultado
da experiéncia seguinte. Tal processo ficou conhecido como Cadeia de Markov e suas
aplicagoes podem ser encontradas em diversas areas, como Economia, Fisica e Biologia.

Cadeia de Markov é um caso particular de processo estocastico que pode ser subdi-
vidido em dois tipos com relagdo ao tempo, o tipo continuo e o tipo discreto. Para esta
pesquisa, iremos apenas trabalhar com Cadeias de Markov em tempo discreto e todas
as formulagdes incluidas ao longo do texto como definigdes, proposi¢oes e teoremas, fo-
ram direcionas apenas para os casos discretos. Além disso, todo o estudo desenvolvido
delimita-se para Cadeia de Markov do tipo homogénea com espacgo de estados finito.

A pesquisa foi desenvolvida através da revisao bibliografica em que a principal obra
utilizada foi (LEVIN; PERES; WILMER|, 2009). Tal pesquisa é constituida de trés capi-
tulos partindo do capitulo um. Todo o trabalho desenvolvido foi feito de forma gradativa,
desde conceitos fundamentais de Probabilidade até recursos mais avancados que relaci-
onam as distancias entre distribuicoes de probabilidades com a existéncia de limitantes
superiores e inferiores.

O primeiro capitulo ¢ iniciado com conceitos preliminares basicos de Probabilidade
que serao necessarios para a compreensao do tema. Entao, sao apresentadas as primeiras
definigoes, resultados e exemplos. Neste capitulo, também trataremos sobre classifica¢oes
e proposigoes que serao essenciais para a compreensao dos capitulos posteriores.

No capitulo dois, sera feita a demonstracao do Teorema de Convergéncia em Va-
riacao Total, um dos principais teoremas do texto. Nele iremos analisar como ocorre
a convergéncia e as condicOes necessarias que a garantem. Apos isso, trataremos sobre
tempo de mistura, além de caracterizagoes de distancia de probabilidade, assim como
resultados importantes derivados das defini¢oes apresentadas.

No terceiro capitulo, iremos construir uma relagdo entre Cadeias de Markov e Te-

oria Espectral, principal objetivo da pesquisa. Iniciaremos com o estudo de autovalores,
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autovetores e produto interno, e entao abordaremos tempo de relaxamento, onde a par-
tir dos resultados apresentados em funcao de alguns entes relativos a Teoria Espectral,
iremos encontrar um limitante superior e um limitante inferior para o tempo de mistura.
Em seguida, concluiremos o capitulo, encontrando limitantes superiores entre distancia de
distribui¢oes de probabilidade para determinados tipos de cadeias, desta vez, utilizando

resultados conhecidos do espago [P.



Capitulo 1

Cadeias de Markov: principais conceitos

e definicoes

Neste capitulo serao apresentados alguns aspectos introdutoérios sobre Cadeias de
Markov, como defini¢oes, classificagoes de estados e cadeias e exemplos de aplicagoes. Os

resultados aqui abordados serao essenciais para a construcao dos proximos capitulos.

1.1 Conceitos Preliminares

Definicao 1.1. Dizemos que um experimento é aleatdrio se, repetido diversas vezes sob
as mesmas condigcoes, os resultados obtidos podem ser diferentes. O conjunto formado
por todos os resultados possiveis em um determinado experimento aleatorio é chamado
espaco amostral. Representaremos esse conjunto por ). Por fim, um evento € qualquer

subconjunto de um espago amostral.

Exemplo 1.1. Em um lancamento de um dado convencional nao viciado, temos que o
resultado do numero da face representa um exemplo de experimento aleatdrio, visto que,
repetido diversas vezes em condicoes idénticas, os resultados produzidos ndo podem ser
previsto com exatidao. Contudo, sabemos que o espago amostral ), formado por todos os

resultados possiveis, € dado por:
Q={1,2,3,4,5,6}.

Além disso, considerando A o evento de ocorrer um niumero impar no lancamento do
dado, entdo
A ={1,3,5}.

Ou seja, A C €.

Definicao 1.2. Uma varidvel aleatoria X : €2 — R é uma funcao real que mapeia o0s

resultados de um experimento aleatorio em wvalores numéricos. Ademais, quando estes
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resultados numéricos sao finitos ou enumerdveis, entdo dizemos que a varidvel aleatoria

¢ discreta.

Exemplo 1.2. No lancamento simultaneo de dois dados honestos, observamos a quanti-
dade de vezes em que o numero quatro ocorre. Sendo X a funcao que mapeia os resultados

deste experimento, entdao temos que
X :Q—{0,1,2}, em que Q ={1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.

Em outras palavras, um lancamento simultaneo de dois dados pode resultar em ne-
nhum dado com o nimero quatro, pode ocorrer apenas um dado com o numero quatro, e

por fim, ambos os dados podem obter o resultado observado.

Definigao 1.3. Sejam A e B dois eventos, com P(B) > 0. A probabilidade condicional

P(A|B) do evento A, dado que ocorreu um evento B, é dada por

P(AN B)
P(A|B) = ———
(A1) = =5
Definicao 1.4. Dizemos que Ay, As, ..., A, sdo eventos independentes dois-a-dois quando

a probabilidade de ocorréncia de um deles nao interfere na probabilidade de qualquer outro

evento, isto €,

IED(A1|AJ) = P(AZ), \V/Z,] € {1,2, ce ,TL}.

Além disso, dizemos que tais eventos sdo coletivamente independentes, se para qualquer

colecao finita de indices 1 < iy < ig---1;, vale

l l
P (ﬂ Aik> =[P,
k=1 k=1

Exemplo 1.3. Um dado € langado cinco vezes. Qual a probabilidade de observarmos a
face com o numero dois em cada lancamento?

Sejam os eventos:

Ay: Ocorre o numero dois no 1° lancamento;

Ag: Ocorre o numero dois no 2° langcamento;

As: Ocorre o numero dois no 5° langamento.
Observe que o resultado de cada lancamento nao interfere no resultado dos demais,
e como para cada lancamento, a probabilidade de ocorrer o numero dois é dada por %,
entao
P(AmAmAmAmA@—l-l-l-l-l— !
Definicao 1.5. Uma distribuicao discreta de probabilidade é uma fungao que toma valores

de uma varidavel aleatoria e associa cada valor a sua correspondente probabilidade.
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Exemplo 1.4. Se uma varidvel aleatoria X toma valores em x1, 2o, ..., x,, com respecti-
vas probabilidades P(x1),P(xq), ..., P(x,), entdo, a distribui¢io de probabilidade X é dada

por

Tabela 1.1: Distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria X

T P(z;)
T P(zy)
. P(z.)

Fonte: Autoria prépria (2023).

Definicao 1.6. Dizemos que uma distribuicdo de probabilidade é uniforme quando todos
0s valores, x1,Ta,...,T, de sua varidvel aleatoria X possuem a mesma probabilidade de
ocorrer, ou seja,

1
]P)(.Qfl):g VZE{LQ,,TL}

Definicao 1.7. Seja X uwma varidvel aleatoria discreta de valores xy,xs,...x,, € proba-
bilidades P(x1),P(xs),...,P(z,). A esperanca de X, ou valor médio de X, é dada por

E(X) = z1P(z1) + 22P(22) + - - - + x,P(x,,)

= Z z;P(x;).

Exemplo 1.5. Um supermercado realizou uma promog¢dao em que através do lancamento de
um dado, o cliente poderia ganhar um desconto no valor final da compra. Se o lancamento
do dado resultar na face 6, entdo o desconto recebido é de 30%, caso resulte na face 5 o
desconto correspondente € de 20%. Se ocorrer face 4, recebe 10% e caso resulte nas faces
1, 2 ou 3 o desconto serd de 5%. Qual o desconto médio concedido pelo supermercado?
Inicialmente, note que, a varidvel aleatoria X € a fungdo que transforma os re-
sultados de 0 em wvalores numéricos, neste caso, X : n° da face — desconto concedido.
Logo, para obter o desconto médio, basta calcular E(X). Para isto, devemos encontrar as
probabilidades dos resultados das faces correspondentes aos quatro valores dos descontos,

como mostra a tabela.

Tabela 1.2: Probabilidades correspondentes aos tipos de descontos possiveis

X P(X)

5% P(face 1,2 ou 3) = 3/6
10% P(face 4) = 1/6
20% P(face 5) = 1/6
30% P(face 6) = 1/6

Fonte: Autoria prépria (2023).
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Deste modo, temos que o desconto médio, E(X), € igual a

3 1 1 1
E(X)=0,05- 540,10 +0,20 = +0,30

= 12,5%.

1.2 Elementos Basicos de uma Cadeia de Markov

Definicao 1.8. Uma Cadeia de Markov, com espago de estados finito dado por €1, €
uma sequéncia de varidveis aleatdrias (Xo, X1, ...), em que a cada tempo t € N, o estado
sequinte dado por X,.1, depende apenas do estado atual X;. Para cada estado, a passagem
para o proximo estado é calculada sequindo uma distribuicao de probabilidade fiza P(x,-),

ou seja, para todo x;,x; € {1 temos

P{X11 = ;| Hia N{Xy = 2} } = P{ X1 = 25| Xy = 2} = P(wy,2),
em que Hy_ 1 = H{XS = x,} indica a sequéncia cronoldgica de realizagoes das varidveis
aleatorias (Xo,)s(i). .., Xy_1) de uma Cadeia de Markov até o tempo t — 1, de modo que
Hy = {Xo = 20}
H ={Xo =2} N{X1 =21}

Htfl — {XO — :(;0} Nn---N {thl — J:tfl}'

Em outras palavras, a probabilidade do processo passar para o estado x; no tempo
t + 1, dado que no tempo t estava no estado z; e no tempo ¢ — 1 estava no estado z;
e assim sucessivamente, é igual a probabilidade do processo passar para o estado x; no
tempo t 4+ 1, dado que no tempo ¢ estava no estado x;, visto que a probabilidade de
transicdo depende apenas do estado atual. Tal processo é conhecido como markoviano,

ou processo com perda de memoria.

Definicao 1.9. Uma matriz de transicio Pj; é uma matriz de ordem n X n, em que o
elemento da i-ésima linha e da j-ésima coluna é exatamente a probabilidade do processo
passar do estado i para o estado j em uma unidade de tempo t, com 1,7 € ). Para isso,

escrevemos
P =P(Xy1 = j|X; =1).

Definicao 1.10. Uma Cadeia de Markov é dita homogénea no tempo quando as dis-
tribuicoes de probabilidade sdo independentes do tempo t, ou seja, para todo tempo t €
N,P(X:i1 = j|Xi =14) € constante.
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Observacao 1.1. Devido ao fato do processo markoviano ser um caso particular de pro-
cesso estocdstico, temos que P;; € uma matriz estocdstica, ou seja, Py; € uma matrizn X n
em que todas as entradas sao nao negativas e todas as linhas tém a soma das suas entradas
iquais a 1, isto €,

Z P(z,y) = 1; para todo x € €.

yeN

Para outras caracteristicas de matrizes estocdsticas, ver em (IROSS, 1998), pdgina

163.

Exemplo 1.6. Certa mdquina de calcular utiliza apenas os digitos 0 e 1. Ela deve trans-
mitir um desses digitos a cada estdgio. Além disso, em cada estdgio, hd uma probabilidade
p de que o digito transmitido seja alterado, enquanto que hd uma probabilidade g =1 —p
de que o digito nao seja modificado.

Podemos representar o processo da sequinte forma:

=77
P g

Note que Q = {0,1} e (Xo, X1,...) € a sequéncia de digitos utilizados pela mdquina.
A primeira linha da matriz P;; representa a distribuicao condicional do estado X1 dado

que X; = 0, enquanto que a sequnda linha é a distribuicao condicional do estado X1
dado que X; = 1.

Definicao 1.11. Em uma Cadeia de Markov P;;, o vetor estado em uma observagdao é
um vetor linha que representa a probabilidade de observacgdo de cada um dos estados para

algum tempo t. Por exemplo

He = (517§27 s 75”)7
emque . &=1e&>0parai=1,2,... n.
i=1
Com relagdo ao Exemplo [CA, temos que a representacao do vetor estado para o

tempo t = 1, considerando que a méaquina inicie com o digito 0, é dada por:

p1 = (P{zy = 0|zg = 0},P{zy = 1|lzg=0}) = (¢ p ).

Definigao 1.12. Um vetor g = (£1,&2,---,&) € chamado vetor inicial se ifi =1le
&>0parai=1,2,...,n. =

O vetor inicial se refere a distribuicio de probabilidade no tempo 0. Geralmente,
0 processo inicia sequindo alguma distribuicao de probabilidade, mas hd casos em que a
cadeia inicia necessariamente em um determinado estado. Nestes casos, oy tem o nimero

1 na coordenada correspondente ao estado inicial e zero nas demais coordenadas.
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Exemplo 1.7. Em uma determinada cidade, se hoje estd ensolarado, amanhda terd 80% de
chances de estar ensolarado. Se hoje estd nublado, amanha terd 60% de chances de estar
nublado. Queremos encontrar a probabilidade de que daqui a trés dias esteja ensolarado,
supondo que hoje estd ensolarado.

Para calcular as probabilidades dos estados para o prorimo tempo, basta multiplicar
o vetor referente ao estado atual pela matriz de transicao do processo, obtendo assim o

vetor estado para o tempo sequinte, ou seja,

fey1 = pg - P.

Note que, para o tempo t = 0, o vetor estado inicial € igual a po = (1 0 ), visto

que o processo observado se inicia em um dia ensolarado.

=(10) 0.8 0.2 =(0,8 0,2)
= 04 0,6 ) 07

0,8 0,2

=(0,72 0,28)
0,4 0,6

:U’2:<O78 072)<
0,8 0,2

= (0,688 0,312 ).
0,4 0,6

s = ( 0,72 0,28)-(

Portanto, para o terceiro dia, temos uma probabilidade que faga sol de 68,8%.

Em certos casos, ndo ¢é interessante fazer uma analise passo a passo do processo,
mas apenas onde o processo se encontra apés algum tempo. Com o resultado seguinte,
podemos calcular as distribuicées de probabilidades da matriz P e o vetor estado para
qualquer tempo ¢t € N, sem a necessidade de calcular as probabilidades anteriores.

Do Exemplo [, sabemos que para encontrar as distribuicoes do vetor estado para

o tempo seguinte, calculamos ;1 = p; - P. Logo, segue que

pa = po - P
M2:M1P:<NOP)PZMOP2
ps = pig - P = (o - P*)- P = pg - P°

_ t
e = po - P
Deste modo temos que, em um processo markoviano, as distribuicoes de uma matriz

P para algum tempo ¢ € N sao dadas por (P;;)".

Observacao 1.2. Dada uma Cadeia de Markov em €0 com matriz de transicio P, a

probabilidade de transi¢do no n-ésimo passo satisfaz

Py=) FPit By

keQ
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Note que pode existir diferentes caminhos em que é possivel partir do estado i e
chegar ao estado j passando por um estado intermediario k no passo n — 1. Logo, temos
que a probabilidade de partir do estado i e chegar ao estado j ¢é igual a soma de todas as
possibilidades de chegar a esse objetivo. Veremos na Proposic¢ao [, que esse serd um caso
particular da Equacao de Chapman-Kolmogorov, em que através dela é possivel calcular

as probabilidades de transicao apds n 4+ m passos, particionando o processo no tempo.

Proposicao 1.1 (Equagao de Chapman-Kolmogorov). Seja P uma matriz de transi¢io

de uma Cadeia de Markov homogénea no tempo. Entdo para quaisquer n,m > 0, temos

m4+n __ m pn
Pij - E sz ij‘
keQ

Demonstragao.

PEFT = P(Xongn = j|Xo = 4)
P(Xynin = j, Xom = k, Xo = 1)

keQ
- Z ]P)(Xm =k, Xo = Z) ]P)(Xm'f‘n = J, Xm =k, Xo = Z)
B P(X, = 1) P(X,, =k, Xo = 1)
keQ
=) (X = k[ Xo = i) B(Xpren = | X = b, Xo = i)
keQ
= (X = KXo = i) P(Xpran = j| X = )
keQ
- " prep
keQ

Na passagem da primeira para segunda linha, foi utilizada a férmula de probabili-
P(ANB)
P(B)
e em seguida, utilizamos novamente a for-

dade condicional para eventos independentes, que afirma que, P(4|B)= . Na terceira
P( X =k, Xo=i)
P(Xn=h,Xo=i) ’

mula de probabilidade condicional mencionada. Por fim, na passagem da quarta para

linha multiplicamos pela fracao

quinta linha, foi utilizada a Propriedade de Markov.
Com isso, concluimos que a probabilidade da Cadeia de Markov ir do estado 7 para o
J em m—+n passos € igual a soma das probabilidades de alcancar um estado intermediario

k em m passos, multiplicadas pelas probabilidades de ir do k£ ao j em n passos. O

1.3 Classificacoes de Estados e Cadeias

Defini¢ao 1.13. Seja uma Cadeia de Markov P com espago de estados finito {x1,za, ..., x,}
€ Q). Dizemos que x; € alcangdvel por x; se € possivel que o processo se mova de x; para
x; em um nimero finito de passos. Denotamos isso por x; — x;. Matematicamente, isso

significa que existe n € N tal que
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Pn(Z’i,iL’j) > 0.

Se também wvale que x; — x;, entdo dizemos que esses estados se comunicam e

€SCTevemos x; < Zj.

Definicao 1.14. Uma Cadeia de Markov com espago de estados €2 € dita irredutivel

quando todos os estados da cadeia se comunicam, ou seja
Ty Vo, y € Q.

Definicao 1.15. Seja P uma Cadeia de Markov com espago de estados €2 e um estado
x € Q. Temos que o conjunto dos tempos de retorno de x é formado pelas unidades de
tempo em que € possivel sair do estado x e retornar ao mesmo estado apos t passos.

Representamos isso por
7(x) ={t >1: P'(x,z) > 0}.

Definicao 1.16. O periodo de um determinado estado x é dado pelo M DC' dos tempos
de retorno de x, e denotamos por d(x) = M DC(7(x)).

Definicao 1.17. Um estado x € ) é chamado de periddico se a cadeia de eventos pode

retornar ao estado apenas em maultiplos de algum niumero inteiro maior que 1, ou seja,
d(z) > 1.

Exemplo 1.8. Considere as Cadeias de Markov com as sequintes transicoes de estados:

Figura 1.1: Cadeia 01 Figura 1.2: Cadeia 02

e

Fonte: Autoria prépria (2023). Fonte: Autoria prépria (2023).

Observe que, para a Figura T2, temos que todos os estados sdo periodicos, pois
partindo de qualquer estado, apenas para o conjunto dos tempos de retorno T(x) = 4t com

t € N, a cadeia de eventos poderd retornar para o estado inicial. Por outro lado, para a
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cadeia da Figura B, os estados nao sao periodicos pois, observe por exemplo que 4 e b

fazem parte do conjunto dos tempos de retorno dos estados e M DC(4,5) =1

Definicao 1.18. Um estado é chamado de aperiddico quando nao é periodico, ou seja,

quando d(x) = 1.

Definicao 1.19. Uma Cadeia de Markov P com espaco de estados €2 € chamada de
aperiddica se, para todo v € Q, o MDC(r(x)) = 1. Caso o MDC(1(z)) > 1, entdo

dizemos que P € periodica.

Definicao 1.20. Dizemos que uma Cadeia de Markov é transitiva quando, para cada par

de estados (x,y) € 2 x Q, existe uma bijecao p = Py = 1 — Q, tal que
p(r) =y e P(z,w) = P(p(2),p(w)),V z,w € €.

Exemplo 1.9. Considere a situagdo apresentada no Fxemplo @ e suponha que as pro-

babilidades p e q sao respectivamente % e % Logo, podemos reescrever a matriz P como

p:< )

Considerando ¢ : {0,1} — {0,1}, tal que p(0) =1 e (1) = 0. Entdo, temos que

Wl Wi
Wi Wi

P(0,1) = P(p(0), ¢(1)) = P(1,0) =

P(1,0) = P(p(1),£(0)) = P(0,1) =

P(0,0) = P(¢(0),£(0)) = P(1,1) =

P(1,1) = P(p(1), (1)) = P(0,0) =

WINDWI W~ W]~

Note que existe uma bijecao Oy : 2 — 1. Desta forma, pela Definicao 20,

concluimos que P € uma cadeia transitiva.

Proposicao 1.2. Se P ¢ uma Cadeia de Markov irredutivel com espago de estados €2,
entao M DC(1(z)) = MDC(7(y)),Vz,y € Q.

Demonstracao. Sejam x,y € () estados quaisquer de uma Cadeia de Markov irredutivel.
Entdo existem ntimeros inteiros ndo negativos r e [ tais que P"(z,y) > 0 e Pl(y,x) > 0.

Considerando m = r + [, temos que
P™(a,x) = P (z,2) = P(a,y) - P(y,x) > 0.
De maneira analéga obtemos,

P™(y,y) = P (y,y) > P'(y,z) - P"(x,y) > 0.
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A primeira desigualdade indica que a probabilidade de partir do estado x, e chegar
ao estado x apds m passos, ¢ maior ou igual a probabilidade de sair do estado z para o
estado y em r passos, em seguida retornar para o estado x em [ passos, dado que existem
outros estados onde é possivel fazer esse percurso, além do y. Vale o analogo para a
segunda desigualdade.

Com isso, podemos concluir que m € 7(x) N 7(y), uma vez que ela faz parte do
conjunto dos tempos de retorno de ambos os estados. Seja k um inteiro nao negativo com
k € 7(y), logo P(y,y) > 0. Dessa forma,

Pker(:C,aj) = PT+k+l(x7x) > Pr(may> ’ Pk(y7y) ’ Pl(Z/?:C) > 0.

Entéo temos que k +m € 7(x), logo k € 7(x) —m, o que implica que 7(y) C 7(z) — m.
Considerando um inteiro nao negativo a, com a € 7(y), temos que a = b — m para
algum b € 7(z). Logo MDC(7(x))|b = MDC(7(x))|a + m e portanto M DC(7(x))|a,
visto que M DC(7(x))|m. Entao, tem-se que M DC(7(x)) divide todos os elementos de
7(y). Logo MDC(1(z)) < MDC(7(y)). Por um argumento inteiramente paralelo, pode-
mos obter que M DC(7(y)) < MDC(7(z)). Deste modo, concluimos que M DC(7(x)) =
MDC(1(y)). O

Proposicao 1.3. Se P é uma matriz de transicao de uma Cadeia de Markov aperiddica
e irredutivel, com espago de estados em €2, entao existe um inteiro nao-negativo r tal que

P (z,y) > 0 para todo z,y € .

Demonstracao. Para esta demonstracao, sera utilizado o seguinte resultado de Teoria
de Numeros: “qualquer conjunto de inteiros nao-negativos, fechado para adigdo e que o
MDC' de todos os seus elementos € igual a 1, deve conter todos os inteiros nao negativos,
exceto uma quantidade finita deles” A prova desse resultado pode ser encontrada em
(LEVIN:; PERES; WILMERI|, 2009), pagina 20. Como x € € e P aperiddica, temos que
MDC(7(z)) = 1. Sabemos que 7(x) é fechado para adicao, pois dados s e t € 7(x),
vale que P*™(z,x) > P*(z,x) - P'(x,x) > 0. Logo s +t € 7(x). Pelo resultado citado
anteriormente, existe [ € 7(x) tal que ¢ > [ = ¢ € 7(x). Como a cadeia é irredutivel, entao
para um y € 2, existe um inteiro nao negativo r(z,y), tal que P"(z,y) > 0. Portanto,

para g > |+ r, temos que
Pz, y) > P""(z,x) - P'(z,y) > 0.

Dado que g—r > [, entdo g—I € 7(x). Deste modo, para todo ¢ > I+r, P?(x,y) > 0.
Sendo ! == l+ma5( r(z,y), temos que P(x,y) > 0,Vq > [. Com isso, para todo z,y € €,
yE

fazemos g > max I', mostrando que P?(x,7) > 0,Vx,y € Q.
(A
Deste modo, concluimos que em uma Cadeia de Markov irredutivel, a partir de
algum tempo, qualquer estado y € €2 serd acessivel por todos os estados de €2, garantindo

assim que a matriz P nao possuira entradas nulas. Il
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1.4 Distribuicoes Estacionarias

Em Cadeias de Markov, as distribui¢oes de probabilidade da matriz P podem se
aproximar de uma condi¢ao de equilibrio com valores fixos. Veremos no Capitulo B, no
Teorema da Convergéncia, que toda matriz P aperiddica e irredutivel convergira para
uma distribuicao constante. Mas primeiramente, serd estabelecida uma nocao de distancia
entre distribuigoes. Para esta secdo, contudo, iremos apenas tratar de uma distribuicao

7 que é invariante sob multiplicacao pela matriz P® com n € N.

Definigao 1.21. Seja P uma Cadeia de Markov com espago de estados Q2. O vetor estado

m € chamado de distribuicdo estaciondria se satisfaz a igualdade
TP =T.

Definicao 1.22. Seja x um estado qualquer de uma Cadeia de Markov com espago de
estados ). Definimos tempo de alcance como o tempo minimo para que a cadeia alcance
o estado x. Ou seja,

T, =min{t > 0: X, = z}.

Para tempo de alcance estritamente positivo, escrevemos

mf=min{t >1: X, =x}.

T

Observacao 1.3. Utilizaremos a notagao E, e P,, com x € €0, para indicar respectiva-
mente a esperanca e a probabilidade dado que o processo foi iniciado no estado x, ou seja,

para Xo = x.

Lema 1.1. Sejam z,y € (2 estados quaisquer de uma Cadeia de Markov irredutivel. Entao

E.(7,) < oc.

Demonstracio. Sendo P irredutivel, sabemos que, para quaisquer x,y € (), existe um
s> 0eume >0, tal que P*(z,y) > €. Dado r > s, entao para qualquer varidvel aleatéria
X, a probabilidade da cadeia alcangar o estado y entre intervalo de tempo t e t 4+, é no
minimo e. Logo, vale que

P{X; =y, t<s<t+r}>e

Pelo complementar do evento, temos

P{X;#yVt<s<t+r}<l-—e
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Note que, se 7,7 > n, temos X; # y, Vt € (0,n], entao, para k > 0, vale

Po{7, > kr} =P {X; #y,V0 <t < kr}
=PA{X; #y, Vo<t <(k—-1r}PA{X; #y,V(k—1r <t <kr}
<PAX: #y,VO<t < (k—1)r}Hl—e¢)
<P AX; #y, V0 <t < (k—2)r}1—e)?

<P {X; #y,V0<t<0}(1—e)F
= (1—e)

A passagem da pentultima para a ultima linha é obtida através da verdade por vacuidade,
onde temos P, {X; # y,V0 <t <0} = 1.
Note que, para qualquer variavel aleatoria X, de valores inteiros nao-negativos,

temos
E(Y) =) tB(Y =1)

=1-PY=1)+2-P(Y=2)+3-P(Y =3) +---

— (P = 1) +PY =2 +PY =3) 4 )+ (P(Y =2) + P(Y =3) -+ ) +---

:io:IP(Y>t).

Além disso, segue que P{7," >t} ¢ uma fungdo decrescente com relacio a t, pois
P{r, >t+1} <P{r) >t +1} +P{7, =t + 1}
=P{r, >t+1}
=P{7, >t}.
Desta forma, com os resultados obtidos, fazemos
E.(1,)) = Z P.{r, >t} < Z rP.{7) > kr} < Z r(1—e)* < o0,
>0 k>0 k>0

e como, por definigao, € € (0, 1], entao (1 —¢€) € [0,1). Logo, temos uma série geométrica

convergente, o que implica que E,(7,") < oco. [

Teorema 1.1. Seja uma Cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicao P. Entao

existe distribuicio estaciondria m em ) tal que 7P = 7, com 7(x) > 0,Vz € Q.

Demonstragdo. Fixando um estado z € ) e um estado arbitrario y € (), definimos

7(y) = E,(ntmero de visitas a um estado y antes de retornar para z).
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Deste modo, temos que
w(y) = E;

=) PAX =y > 1), (1.1)
t=0
dado que o nimero médio de visitas ao estado y antes de retornar para o estado z é igual
a soma de todas as probabilidades de alcancar y no tempo anterior ao tempo de retorno
do estado z.
A irredutibilidade da cadeia garante que 7(y) > 0. Além disso, para cada estado y,
7(y) < E, -7} e pelo Lema [, sabemos que 7(y) < oc.

Veremos a seguir que 7(y) é estaciondrio, iniciando com a seguinte notagao:

EP)y) = Y _7(@)Pey) =), ) PAXi=zr! >(}Pry).  (12)

e zeQ t=0

Como o evento {77 > t} = {77 > t + 1} é apenas determinado pelas varidveis
aleatorias Xg, X1,...,X;, sendo portanto, independente do evento X;,; = y, entao ao
condicionar X; = x, obtemos

PAX; =2, X =y, 70 >t +1} (1.3)
=PAX; =2, 7 >t+ 1}PAX i1 =y|X; =2, 7 >t +1}
=PAX;=z,7] > t+ 1}P(z,y).

Observe que, o terceiro termo da equagao (I=3) é equivalente ao tltimo termo equa-
¢ao (I2). Desta forma, ao utilizar o primeiro termo da equagao (I=3) e inverter a ordem

do somatoério, obtemos

(7P)(y) = Y #(z)P(x,y)

€N

=) D P{Xi=a X =y 2+ 1)
t=0 xz€Q

=3 ) PN =yl = o} PAX, = a7 > 4 1)
t=0 xz€f)

= Z PAXip1 =y, 70 >t+1}
t=0

=) PAX, =y > 1), (1.4)
t=1

A terceira igualdade é justificada pelo fato de que a soma interior para as probabi-
lidades {X; = =} é igual a 1.
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Note que equagao (I4) é equivalente a equacao (), logo

FP)y) = Y PAX, =y, 7 > 1}

() —PAXy =y, 7 > 0} + Y PN, =y, 77 =1t}
t=1

T(y) = PAXo =y} + PA{X,+ =y}

(y).

I
N

A passagem da terceira para quarta linha é obtida considerando dois casos: z =y
e z #y. Para z = y, temos que a probabilidade do processo iniciar no estado z dado que
Xo =z, éigual a 1. Além disso, temos que a probabilidade do processo iniciar no estado
z e estar no estado z em X + também é igual a 1. Desta forma, os dois tltimos termos
da terceira igualdade se cancelam, resultando apenas em 7(y).

Para o caso z # y, por uma justificativa inteiramente analoga, temos que ambas as
probabilidades sdo iguais a zero, resultando novamente em 7(y). Portanto, conclui-se que
(7P)(y) = 7(y), ou seja, 7P = . O

Proposicao 1.4. Seja P uma matriz de transicao de uma Cadeia de Markov irredutivel,
com espago de estados (). Entdo existe uma unica distribuicao de probabilidade que satisfaz

TP =nm.

Demonstrag¢dao. Suponha que existe mais de uma distribui¢ao estacionaria. Digamos que

m1(x) e my(z) com z € (Q, sejam duas delas. Considere que existe um C' constante real
w1 (x)
m2(z)
sao distribui¢oes de probabilidade proporcionais em que a soma das entradas resulta em

de modo que = (', entdo para todo x em (2, temos que 7 (z) = m(x), pois ambas

1. Considere entao que :;Eg nao é constante, entdo existe z € €2 tal que :;Ez) tenha valor
reduzido. Além disso, considere w € ) com Z;Eig < :;Ez; Pela irredutibilidade da cadeia
sabemos que, P(w,z) > 0. Deste modo, temos
m(z) =Y my) Ply.2)
yeN
m(y)
= Z 2(y) - Py, @)

formando uma contradicao.
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A primeira igualdade é obtida utilizando a hipétese das distribuigoes serem esta-

cionarias. Para a segunda igualdade multiplicamos por :z EZ;, a irredutibilidade da cadeia

garante que my(y) tenha todas as entradas positivas. A desigualdade é obtida atrdves
da existéncia do elemento w e para ultima igualdade, novamente utilizamos a hipdtese

mencionada. O

Proposicao 1.5. Seja P uma Cadeia de Markov transitiva com espago de estados €.

Entao a distribuicao de probabilidade uniforme em §2 € estaciondria para P.

Demonstracao. Dados dois estados fixos x,y € €1, seja ¢ : Q — ) uma bijecdo que
preserva probabilidade de trasi¢do para cada ¢(x) = y e seja U a distribuigdo uniforme

em 2. Entao

em que p(z) = w.

Observe que, quando o processo inicia em uma distribuicao uniforme, partindo de
qualquer estado z e avanga em um passo, a probabilidade de alcangar o proximo estado é
igual para cada estado de 2. Como »_ > U(z)P(z,z) = 1, entao

€N zeN
1
> U()P(zx) = o = V@)
z€Q
Conclui-se assim, que a distribui¢cao uniforme U é estaciondria para P. Il

Exemplo 1.10. Um pais é dividido em trés regioes demogrificas. Foi observado que, a
cada ano, 5% dos moradores da regiao 1 mudam para a regigo 2 e 5% mudam para a
regiio 3. Dos moradores da regigo 2, 15% mudam para a regiao 1 e 10% mudam para
a regiio 3. Finalmente, dos moradores da regiao 3, 10% mudam para a regiao 1 e 5%
mudam para a regido 2.

Com as informacoes do texto acima, iremos encontrar a distribuicdo de probabilidade
estaciondria .

Observe que para o tempo t =0, a matriz P € dada por
0,9 0,05 0,05

P=1| 0,15 0,75 0,1
0,1 0,05 0,85
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Temos que P ¢ uma Cadeia de Markov irredutivel, pois todos os estados da cadeia
se comunicam. Logo, existe um vetor de distribuicdo estaciondria.

Pelas Defini¢oes 21 e IIA, sabemos respectivamente que 7P = m e > m = 1.
i=1
Entao vale que,

0,9 0,05 0,05
(m . wg)- 0,15 0,75 0,1 :(m ™ wg),
0,1 0,05 0,85

7T1+7T2+7T3:1.

Assim, obtemos o sistema

(

0,9m +0,15m 4+ 0, 13 = m
0,057 + 0, 7575 + 0,053 = 79
0, 0571'1 + O, 17'('2 + O, 857T3 = T3

\7T1+7T2—|—7T3:1.

Ao resolver o sistema com aprorimagoes em trés casas decimais, temos que

m=(0,542 0,166 0,292 ).

1.5 Reversibilidade e Tempo Reverso

Definicao 1.23. Uma Cadeia de Markov P em €2 é chamada de reversivel, se para alguma

distribuicao m em €2, satisfaz
m(z) - Pz, y) = n(y) - Py, x), Y,y € Q. (1.5)

A equagao () é chamada de equagio detalhada de balanco. Ela nos diz que, para
Cadeia de Markov reversivel, a probabilidade do processo iniciar em um estado x, e em

um passo finalizar no estado y, € igual a probabilidade de ocorrer o processo reverso.

Proposicao 1.6. Seja P uma matriz de transicio de uma Cadeia de Markov em ) e m
uma distribuicdo qualquer que, com P satisfaz a equacao detalhada de balango. Entao w

¢ uma distribuicao estaciondria de P.

Demonstracao. Ao somar os termos da equacao detalhada de balanco, obtemos que para

todo y € (),
Y wly) Plyx) = Yy _wlw)- Pla,y) =n(2) - Y Pla,y) =n(z),

dado que a matriz P é estocastica. Il
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Definicao 1.24. Seja P uma Cadeia de Markov irredutivel e seja m uma distribuicdo
estaciondria que com P satisfaz a equacao detalhada de balango. Entdo, o tempo reverso

de P ¢ dado pela sequinte matriz de transicao:

P(z,y) = M

Afirmacao 1.1. Temos que a matriz P € estocdstica Pois

> Pla) =Y I S ) Plya) = ) = L

yeQ yeN yeN

Proposicao 1.7. Seja (X;) uma Cadeia de Markov irredutivel em Q, com matriz de
transicao P, e distribuicao estaciondria 7, e seja (X;) a cadeia de Markov em tempo
reverso com matriz P. Entao w é estaciondria para P, e para quaisquer xqg, x1,...,xT, € €1,

temos
m(xo)P(xo, 1) -+ P(xp_1,Tp) = 7r($n)15(:vn, Tp_1) - ]5(3:1, xo).

Demonstracao. Para mostrar que 7 é estacionaria para P, fazemos

> w)Pr) = Y 7)) LT — w()Y Plany) = wla).

(y
yeQ yeQ yeN

Para provar que as probabilidades das duas trajetérias sao iguais, note que pela

Definicao temos que para cada indice ¢ de €, vale

~

W(J]Z)P(CL’Z, ZEi_l)

P(z;q,x;) = @)

Y

entao, segue que
m(xo) P(xo, x1)P(21,22) - - - P(xp_1, Ty)

A

_ P(xy, xo)m(x1) . P(xo, x1)m(22)  Plag, zp)m(zn)

m(z0) W(fﬁl)A T(Tn-1)

como queriamos demonstrar. Il



Capitulo 2

Teorema de Convergéncia em Variacao

Total e Tempos de Mistura

Ao longo deste capitulo, sera estabelecido uma noc¢ao de distancia entre distribuicoes
de probabilidade, cujos conceitos apresentados serao utilizados no Teorema da Conver-
géncia em Variacao Total, onde veremos que toda matriz P de uma Cadeia de Markov
irredutivel e aperiédica convergird para uma distribuicao estacionaria. Neste capitulo,
também iremos tratar sobre Tempo de Mistura, no qual sera introduzido um conceito que
define o tempo necessario para que a distancia entre duas distribui¢oes seja suficiente-

mente pequeno.

2.1 Distancia em Variacao Total

Defini¢ao 2.1. Sejam duas distribuicoes de probabilidade p, v € . A distancia em

variacao total entre elas é definida por
— = Imax A — A .
||M VHVT CaQW( ) V( )|

Em outros termos, a distancia em variacdo total é a maior distancia entre probabi-

lidades que duas distribuicoes podem assumir para o mesmo evento.

Na Figura 21 podemos observar a ilustragao de duas distribuigoes de probabilidades

i e v, definidas em um conjunto discreto finito dado por {2 = B U B°.
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Figura 2.1: Distribuicoes de probabilidades e v

U I B H
11 Y

H:HI- o 1 g

i B : B |

Fonte: Levin; Peres; Wilmer (2009).

Para o conjunto B, temos que u(x) > v(z) e para B¢ tem-se pu(z) < v(x). Além
disso, podemos concluir que as areas I e II sdo iguais, pois > u(x) = > v(z) =1, e isso
significa que, u(B) — v(B) = v(B°) — u(B°). < o

A distancia em variacao total entre duas probabilidades é o valor maximo da dife-
renca que duas medidas de probabilidade assumem para um tnico evento. Contudo, essa
definicao nem sempre é a mais conveniente para determinar a distancia entre duas distri-

buigoes. A seguinte proposigao fornece duas caracterizagdes alternativas para || — v||yr.

Proposicao 2.1. Sejam duas distribuicao de probabilidade p e v € 2. Entao

= vlivr = 5+ 3 lnle) — vla)

z€eQ
Demonstragio. Seja B = {x | u(x) > v(x)} e tomando A C € como sendo qualquer

evento, entao

p(A) = v(A) = p(A\ B) + (AN B) —v(A\ B) —v(AN B)

(
= (AN B) —v(ANB) + p(A\ B) —v(A\ B)
<u(ANnB)—-v(ANB)
< W(ANB) — (AN B) + (u(B\ A) - (B \ 4))
— W(AN B) + (B \ A) — (v(AN B) + u(B\ A))
— u(B) - v(B)

Note que podemos escrever os conjuntos A e B respectivamente como, (A \ B) U
(BNA)e (B\A)U(BNA). Além disso, podemos definir B¢ := {z | u(x) < v(x)}. Assim,
para a primeira desigualdade, temos que para todo x € AN B¢, vale u(z) — v(z) < 0,
logo a diferenca entre as probabilidades nao pode diminuir quando esses elementos sao
retirados. Para a segunda desigualdade, incluindo mais elementos de B, a diferenca entre
as probabilidades nao diminui, pois em B vale que pu(x) — v(z) > 0.

Com um argumento analogo, obtemos a desigualdade
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v(A) = n(A) < v(B°) — u(B°).

Como max|u(A) — v(A)]

- [u(B) — v(B) + v(B°) — u(B*)], temos que

I ORI S

e = vlve = 5 - [u(B) = v(B) + v(B°) — u(B)]

]

Observagao 2.1. Atrdves da demonstracao da Proposicao 27, também podemos escrever

a distancia de variacao total como

I =vlve = > [u(x) — v(z)],

p(x)>v(z)

visto que [l —vlive = 3 -3 lu@) — (@) e Y ) —v@)] = Y Wle) — plo)],

z€Q p(@)>v(z) v(z)>p(x)
logo, temos
1
I =vlve =5 - [u(x) = v(z)] + [v(z) — ()]
p(@)>v(z) v(z)>p(x)

Il
=
8
~—
|
N
—
&

() v (z)

Afirmacao 2.1. Sejam p,v,n distribuicoes de probabilidade em §2. Entdo a distancia em

variacao total entre elas satisfaz a desigualdade triangular

I —vlve < |l —=nllve + |In = v|ve.

Para verificar a Afirmacdo 1, tomamos = € 2. Como u(z),v(x),n(x) assumem

valores reais, vale que

ju(z) —v(z)| = |p(x) —n(z) +n(z) — v(z)]
< |u(z) = n(z)| + [n(x) — v(z)|.

Logo, segue que

D fnle) —v(@) <> [lux) = n(@)]| + n(z) - v(@)]]. (2.1)

e e

1
Pela Proposigdo P, sabemos que || — v|yr = 3 > |u(x) — v(x)], isso implica
e

2| —v|lvr = > |u(x) — v(x)|. Ao substituir esse resultado na desigualdade E71, temos

e
que 2-||p—v|lyr <2 [|lw—nllvr + ||n — v|vr]. Dividindo ambos os lados por 2 obtemos

I = vlve <llw—=nllvr + lln — vllvyr, como desejado.
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2.2 Teorema de Convergéncia em Variacao Total

Com os resultados apresentados na secdo P, iremos demonstrar um dos principais
teoremas deste trabalho, o Teorema de Convergéncia em Variacao Total. Ele nos garante
que toda matriz aperiddica e irredutivel ird4 convergir para uma distribuicao estacionaria,
de modo que todas as suas linhas se aproximarao, em nocao de distancia, da distribuicao

estacionaria 7, apresentada na Definicao [

Teorema 2.1. Seja P uma Cadeia de Markov irredutivel e aperiodica com espago de
estados ) e distribuicao estaciondria w. Entao existem constantes 0 < a <1 e C > 0 tais
que

d(t) = maé(HPt(x, D) —7llvr < Ca.
TE

Demonstracio. Como P é por hipotese irredutivel e aperiddica, pela Proposicao 23, temos
que existe um n > 0 tal que P" possui todas a entradas positivas. Entao para algum 6 > 0

suficientemente pequeno, vale

P'(z,y) > ém(y); Va,y €.

Sendo II = | | uma matriz |Q] X |2] em que cada linha representa a distribuicao

0
estacionaria de 7, entao segue que Il é uma matriz estocéstica.

Seja § = 1 — 9, definimos uma nova matriz () que satisfaz
P"=(1-60)I+00Q.
Logo,

Pr—(1-6)1
; .

Q=

Note que ) é estocéstica, pois

> P(wy) = (1-0))  (z,y)

> Qay) = = ~ =G0y

yeN

Afirmacao 2.2. Se M ¢ uma matriz estocdstica com espaco de estados 2, entdo M1I = 1I.

De fato, sendo i,j € 2, podemos escrever cada elemento de (MII);; como
(MII)s; = Z M 115 = 7(j) Z M, = 7(5) = IL;.
1<a<|Q| 1<a<|Q|

A segunda e a quarta igualdades sao obtidas pelo fato de a matriz II ter como linhas
o vetor 7. Logo I1,; = II;; = m(j), pois dependem apenas da coluna j. A terceira igualdade

é justificada pelo fato de M ser estocéstica.



2.2. TEOREMA DE CONVERGENCIA EM VARIAGAO TOTAL 24

Vamos mostrar por indugao que para qualquer k£ € N\{0}, vale
P = (1 — 6")IT + 6FQ*. (2.2)

Para k = 1, obtemos P" = (1 — 6)II + 6Q). Portanto, é verificada a base de indugao.
Assumindo que a Equagdo Z2 vale para k = n, temos P™ = (1 — 6™)II 4+ 0"Q".

Entao, para (n + 1) temos

prin+1) _ prapr
=[(1— 6™+ 6"Q"| P
= (1= O"IIP" + 6"Q"P"
= (1= ")IIP" +6"Q"[(1 — O)IT + 6Q)]
= (1 — 0"IIP" + 6"(1 — O)Q"II + "' Q"+
= (1= "I+ 0"(1 — O)I1 + g1 Q"+
= (1= 0"+ (6" — ™ HIT + o7 Q!
= (1 — "I 4 ot

provando por inducio que P™* = (1—0%)I1+6*Q* para todo k € N\{0}. A segunda igual-
dade usa a hipotese de indugdo, a quarta igualdade é explicada pelo fato de
Pm = (1 — 0)II + 6Q. Para a sexta igualdade utilizamos a Afirmagao Z2 e o fato de
T ser estacionaria.

Ao multiplicar a Equacao 222 por P’, obtemos
P = (1 — 0")IIP? + 6~Q" P’ (2.3)
= (1 - 6"+ 6"Q" P’
=11 — O*IT + 0* Q" P?
=TI+ 0"(Q" P’ — 1),

deste modo, tem-se que P+ —II = 0*(Q*P? — 1I). Para qualquer linha x de ambos os
lados da equacdo, vale (P™* —1I)(x,-) = 0*(Q* P — II)(z,-). Com isso, temos que

1P (@, ) = wllyr = [P (@, ) = (z, ) [[vr

= oD (P~ T y)

yeN

k
= O3 1@ P - )

yeN
= 04(Q*P(x, ) — Ti(a, )|y

< 9*.
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A segunda igualdade é explicada pela Proposicao E-l. A terceira igualdade é obtida
através do resultado da Equagdo EZ3. Em seguida, utilizamos novamente a Proposicao
0. A desigualdade é justificada pelo fato de a variagao total entre duas distribuigoes de
probabilidade ser limitada no intervalo [0, 1].

Considere ¢ e C' constantes tais que a = V0 ¢ C' = a". Para qualquer ¢ inteiro
positivo, pelo algoritmo da divisao, temos que existem r, 7 € N e k fixo, tais que t = rk+J

com 0 < 7 < r. Entao, segue que

1P (2, ) = 7llvr = [P (x, ) = 7llvr
<6
— ark
S arkajfr
— a*TaTkJrj

= Cd'.

Como a desigualdade obtida vale para todo z € 2, entao para qualquer ¢ > 0,
obtemos

max| P! (z, ) — w||yr < Cd'.
e

Observe que, quando t — 00, o lado direito da desigualdade converge para 0 dado
que C' é uma constante positiva e a € (0, 1). Deste modo, o Teorema da Convergéncia em
Variacao Total nos garante que se P é uma matriz aperiddica e irredutivel com distribuicao

estaciondria 7, entao as linhas da matriz P* convergirao para m quanto ¢ — 0o. O]

2.3 Tempo de Mistura

Definicao 2.2. Seja P uma Cadeia de Markov em ). Definimos o Tempo de Mistura
de P como sendo a primeira unidade de tempo em que P se aprorima da distribuicao

estaciondria w dentro de um parametro € € [0,1], ou seja,
tmiz(€) = min{t : d(t) < €}. (2.4)

Observe que Equacao 24 fornece uma medida de quanto tempo leva para que todas
as linhas da matriz de transicao P se aproxime, em certa quantidade, da distribuicao 7.

E muito frequente na literatura que o parametro estabelecido seja igual a um quarto, isto

t =t L
miz — bmix 4/

Definicao 2.3. Seja P uma Cadeia de Markov com espago de estados €2 e distribuicao

é

estaciondria w. Definimos a fungdo d(t) como,

d(t) = max | P'(z,-) — P'(y,")llvr.

z,y€e)
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Lema 2.1. Dadas as fungoes d(t) e d(t), apresentadas no enunciado do Teorema 21 e
na Definicao 223, entdo
d(t) < d(t) < 2d(t).

Demonstracio. A segunda desigualdade é obtida através da desigualdade triangular da

distancia em variagao total, como demonstrado abaixo:

d(t) = max||P'(z, ) = P'(y,")|lvr

z,y€)

< max | P*(e,") = wllvr + | P'(5.) = 7llvz]

< max]| P'(z, ) = wllvr + max| P(y, ) — wllvz
= 2d(t).

Para provar que d(t) < d(t), note primeiramente que, por hipétese, 7 é estacionario

para P, entdo para qualquer conjunto A C 2, vale que

m(A) = Y w(y)Pi(y, A). (2.5)

ye

Assim, temos
f— t . —
d(t) = gleag”P (@) = llvr

_ t _
= max| P'(z, A) — m(4)|

= max |P'(z, A) — Z m(y) - P'(y, A)

ACQ
ye

=max| Y " a(y)-[ Pz, A) — P'(y, A)]

ACO

ye

=max » w(y) - [P'(z, 4) - P'(y, A)

ACQ
yeN

<D mly- max| P'(z, A) = P'(y, A)|

yeN

=37 5 1P e, ) - Pyl

ye

< max| P'(z,-) — P(y,")|lvr
z,y€eN

= d(t).

A primeira igualdade é obtida através do enunciado do Teorema P A terceira

igualdade é explicada pela equacdo 3. A quarta iqualdade é justificada da seguinte
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forma: Y 7(y) - P'(x, A) = P'(z,A) Y w(y) = P'(z, A). Para a primeira desigualdade
ye yeQ
utilizamos o fato de que o maximo da soma de niimeros reais nao é maior do que a soma

dos maximos de ntmeros reais. Em seguida, foi utilizada a Definicao P de distancia
em variagao total. Como a soma dos elementos de 7(y) nao supera o valor de 1, entao
temos que 7(y) multiplicado pela norma da diferenca de ntimeros reais nao sera maior do
que o maximo da norma da diferenca entre nimeros reais, obtendo assim a desigualdade
desejada. O

Definicao 2.4. Seja P uma Cadeia de Markov em (), definimos distancia de separacao

sz(t), como

1~

m(y)

Para o valor maximo que um estado x pode assumir em s.(t), escrevemos

() =
Sz (1) max

{ Pt(x,y)l _

s(t) = max Sy (t).

Lema 2.2. A distincia de separagio s.(t) satisfaz
1P (z,-) = wllvr < su(t),

ou seja,
d(t) < s(t).

Demonstracio. Calculando diretamente, temos que

IP(e) = allve = D_lr) = P = Yt [1 - S22

< ~ m(y)
< max {1 - %} = 54(t).



Capitulo 3

Teoria Espectral

Ao longo deste capitulo, iremos construir uma relagdo entre Cadeias de Markov e
Teoria Espectral, principal objetivo do trabalho. Iniciaremos com o estudo de autovalores,
autovetores e produto interno e entao passaremos para tempo de relaxamento em que, com
base nas defini¢coes apresentadas, serao encontrados um limitante superior e um limitante
inferior para o tempo de mistura de cadeias reversiveis, irredutiveis e aperiddicas. Por
fim, encontraremos limitantes superiores para distancias entre probabilidades de cadeias

reversiveis e reversiveis, transitivas.

3.1 Cadeia de Markov Reversivel e Teoria Espectral

Definicao 3.1. Seja T uma transformacao linear tal que T : R™ — R™. Entdo um escalar

A € chamado de autovalor de T se existe um vetor ndo-nulo v, tal que
T(v) = Av. (3.1)

O vetor nao-nulo que satisfaz a equagdo (8A) é chamado de autovetor de T'. Além disso,
para obter tal igualdade, cada autovetor v deve estar associado ao seu correspondente

autovalor \.
Lema 3.1. Seja P a matriz de transicio de uma Cadeia de Markov finita. Seque que
(i) Se A € um autovalor de P, entdao |A| < 1.

(ii) Se P ¢ irredutivel, o espago vetorial de autovetores correspondentes ao autovalor 1

¢ um espago unidimensional gerado pelo vetor coluna 1 := (1,1,....1)T.

(iii) Se P € irredutivel e aperiddica, entdo —1 ndo é um autovalor de P.
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Demonstragio. Seja v um autovetor de P com autovalor correspondente A, e seja [|v]| =

ma§§><|v(y)|. Entao para todo = € 2, vale que
ye

1Pv]loo () = [[Po(2)]|oc = ZP(%y)v(y)

yef 00

> Py ol = 1]

yeN

IA

o0

Como x é arbitrario, concluimos que || Pv|ls < ||v]|s- A desigualdade é obtida pelo fato

de v(y) ser limitado pelo mag]v(y)\ = [|v]lc0, em seguida, como > P(z,y)v(y) = 1,
ye yeQ

obtemos a tultima igualdade. Segue que ||[Pv(z)]le = [[AV(Z)]c0 € [|PV(Z)||oo < [|V]]00s

entao, |Al - [|v|lee = [[AV]|e = |PV]|oo < ||V]|oo, © que implica |A] < 1, concluindo assim o

primeiro item.
Para a verificagdo do item (i), note que, pela unicidade da distribuigdo estacionéria,

ha apenas um espaco de solucoes para
Pr=n=1n.

Como P é estocastica, segue que

1 1
P- =1
1 1
Logo, temos que o autovetor gerado pelo autovalor 1 ¢ (1,1,...,1)T, que é tnico pela

Proposicao 4.
Para o item (i), suponhamos que —1 é um autovalor associado ao autovetor v nao-
nulo da Cadeia de Markov P. Pelo Teorema P, sabemos que a matriz P! é convergente,

t—00
0.

Note que (—1)'v ndo é convergente, formando assim uma contradigao. O

o que implica a convergéncia de P'v. Contudo para A = —1, temos P'v — (—1)"v

Definicao 3.2. Seja (-,-) o produto interno usual em RI!, dado por (v;, v;) :Zw(x)vj (x),

ze
Vi,je{1,2,...,|Q|}. Definimos um novo produto interno (-, )., em que
(Ui, V) = Zvi(:v)vj (x)m(z).
e

Lema 3.2. Seja P uma matriz de transicdo reversivel com respeito ao vetor estaciondrio

7. Entao

(i) O produto interno do espaco (RIY (-.-).) tem uma base ortonormal de autovetores

reais, dados por {’uk}L:‘l, associados aos autovalores reais {\}.
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(i) A matriz P pode ser decomposta em

\ €2
Plz,y) — Z vk () ok (y) Ay,

7(x) —

(7ii) O autovetor vy correspondente ao autovalor 1 pode ser tomado como o vetor cons-

tante 1. Neste caso, obtemos

2]

Pt
xy _1+ka 2)vp(y (3.2)

Demonstragio. Para provar o item (i), inicialmente definimos uma matriz A, tal que
Alz,y) = 7(x)Y2P(x,y)m(y)~/2, para cada z,y € Q. Dado que P é reversivel, entdo

segue que A é uma matriz simétrica, pois

A, y) = n(2) ™ [r(2) Pla, )]r(y) >
= W(I)_I/Q[W(y)P(y, :L‘)]W(y)_l/Q
= ﬂ-(y)l/QP<y7x)ﬂ_(x)—1/2 = A(y, z).

O teorema espectral para matrizes simétricas garante que o produto interno do
espaco (R, (-,-)) tem base ortonormal de autovetores {(pk}k , com autovalores corres-
pondentes \g. Para a demonstragao deste resultado, ver (LINTA|, PO14), pagina 257. Além

disso, note que /7 é um autovetor de A com autovalor associado 1, dado que

Z Aly, = 1/2

€
_ Z A(z,y 1/2
=Y (@) r(2) Pl y)m(y)
= a(y) 2 w(@)Plz,y) = 7(y)"r(y) = Vay).

€N

Seja D, uma matriz diagonal tal que D,(z,z) = 7(x) para cada x € Q. Entao
podemos escrever a matriz A como A = DY?ppD;Y2% Qe para cada indice k, definimos
v = Dy 1 2(,%, entao cada v é um autovetor da matriz P com autovalor correspondente

Ak, como demonstrado abaixo:
Pvy = PD; ¢, = D;A(D/2PD )
= D' Ay,
= D'\,

= /\kvk.
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Segue pela definicao de v, que ¢ = DY QUk, logo para cada 1, j, vale
<¢h@ﬂ::<L&ﬂUhL&mvﬁv
sendo v; = (fi1, ft2, - - -, pja)) € V; = (M1, M2, - - -, Mqy). Entao pela definicdo de D, obtemos
(DY?v;,Dy/?v;) = DYy DYy + DY?ps DYy + + -+ DY g DY g
= Dyppam + Drpigne + -+ - + Drpyone

= m(z1)pam + w(x2)pane + - + w(Ti0) aymio)

= Zvi(x)vj(x)ﬁ(x) = (V;, Vj)r.

Logo, o conjunto {vk}lkgzll forma uma base ortonormal com relagao ao produto interno
(-,")x, finalizando assim, o item (i).
Para demonstrar o item (i), definimos uma fungao J,, tal que

1 sey==x

0 sey#«x

oy(x) =

Segue de um teorema conhecido de Algebra Linear que, se V é um espaco vetorial

finito com base ortornomal (vy,vs,- -+, v,), entdo, qualquer vetor u € V' pode ser escrito
da forma (wr) (.03) ( >
U, U, U,
— Vo 4+ 22y e 22 gy
(v1,01) (v2,02) (VnyUn)

Para a demonstracao deste teorema, ver (LIPSCHUTZ; LIPSON, 201T), pagina 256.

Utilizando este resultado de Algebra Linear, podemos reescrever d, como

12 12|

b= D Bpvedete = Y vly)7(y)on. (3.3)

k=1 k=1

Como P'u, = Al vg para qualquer k € ), entdo segue que

12| 12|

Pi(z,y) = (P'8,)(x) = Y o()w() Plu(a) = Y wily)m(m) Mok ().

k=1 k=1

Dividindo ambos os lados por 7(y), obtemos a equagao

. 12
Pilz,y) _ > i@y,

m(y) —

como queriamos demonstrar.
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A demonstragao do item (i) segue da observagao feita anteriormente, na qual vimos
que /7 é um autovetor de A com associado autovalor 1. Deste modo, definimos A\; = 1

e o1 = /7. Assim, pela defini¢do de vy e D, temos

vy = w(z) V()2 =1, Vo € Q.

12 12
Como Y vg(2)vp(y) X, = vi(x)v1 (YA] + > vk(x)vk(y) A, entdo
k=1 k=2

€2 €2
Z vp(T)oR(y)N, = 1+ Z vk () v (Y) N\
k=1 k=2
Conclui-se assim o item (). O

O estudo sobre Cadeias de Markov e Teoria Espectral é muito importante na criacao
de ferramentas que possibilitam encontrar limitantes para distancias entre probabilidades
em determinados tipos de cadeias. Veremos nas segoes seguintes, alguns tipos de limi-
tantes que sao encontrados a partir desta relagdo entre autovalores e autovetores de uma

matriz de transicao.

3.2 Tempo de Relaxamento

Iniciaremos a secao estabelecendo conceitos e defini¢oes basicos e entao, a partir dos
resultados construidos na Secao Bl, encontraremos um limitante superior e um limitante

inferior para o tempo de mistura de cadeias reversiveis, aperiédicas e irredutiveis.

Sendo P uma matriz de transicdo de uma Cadeia de Markov reversivel, podemos

ordenar os autovalores de P como
Defini¢ao 3.3. Denotamos A\, := max{|\| : A é um autovalor de P, com X\ # 1}.

Definicao 3.4. Dada P uma Cadeia de Markov reversivel, chamamos de lacuna espectral

a diferenca entre os dois maiores autovalores de P, ou seja,
vy=1—- .

Além disso, definimos lacuna espectral absoluta como
Yo =1 = A

Pelo Lema B item (&zd), temos que se P € irredutivel e aperiddica, . > 0.
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Definicao 3.5. Seja P uma Cadeia de Markov reversivel com lacuna espectral absoluta

Y. Denotamos o tempo de relaxamento, t.., como

trel = —

*

Teorema 3.1. Seja P uma matriz de transicao de uma Cadeia de Markov reversivel,

irredutivel e aperiddica, com espago de estados Q e seja Ty = Mingeq m(x). Entdo

1
tmz:v(e) < 1Og ( ) Urel-
€T min

Demonstragio. Ao utilizar a igualdade (B=2) substituindo A\x por A, e aplicando a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1/2
0] 9] 0] /

’—Pt(g)y) - 1' < Z v (@) or(y) |\ < XL Z v,z(x)z 2| . (3.5)

™
k=2 k=2

Pela equagao (B3) e utilizando a ortonormalidade de vy, obtemos

1€2] 12|
7(2) = (820e)n = <Z vj(@)m(@)o;, ) vi<:c>7r<x>vz->

j=1 i=1
12 Q] €2

= Z Zvj (x)vi(x)WQ(x)@j,UO = W($)2Z ur()?.

j=1 i=1 k=1

2] [e]
Logo, Z vr(2)? = w(x)™!, o que implica que Z vr(2)? < 7(z)7Y, ou seja, temos um
k=1 k=2

limitante superior para a soma dos autovetores {vy(x)? lk |

~,. Assim, pela equagao (B3),

temos que

2 ) 1/2 "
DDy e < [ﬁ@]/—x[ N )].

k=2 k=2

Deste modo, obtemos

Py X X (o e
7T<y) - 7T($)7T(y) ~ Tmin Tmin ~ Tmin

A segunda desigualdade é obtida através da definicdo de m,;,. Para a terceira desigual-
dade, utilizamos o fato de que para qualquer x € [0, 1], vale (1 — x) < € * pois, para
x = 0, obtemos (1 — 0) < e e para qualquer z € (0,1], temos que (1 —z) = —1 ¢

menor que - (e7*) = —e .
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Segue, pelo Lema 22, que d(t) < s,(t). Portanto, temos que d(t) < m_i e~ Pela

definicdo de tempo de mistura, temos que t,,;;(€) = min{t : d(t) < e}. Assim, para
t = tmiz(€), vale
6—7*tmiz(€)
dt) <e< ——
Tmin
Logo

ef'y*tmm(e) Z €M min

_’V*tmzm<€> 2 log<€7rmin)-

Deste modo,

1
V*tmzx(e) < — log(‘fﬂ-min) = log(eﬂ-min>7l = IOg ( ) .

€M min

Com isso, concluimos que

1
tmwc(e) S log ( ) trela
€M min

como queriamos demonstrar. O

Teorema 3.2. Para uma Cadeia de Markov reversivel, irredutivel e aperiodica, temos

€)= (1 = Do ()

Demonstragio. Considere v um autovetor de P com autovalor associado A # 1. Como P
é irredutivel e aperidédica, pelo Lema Bl temos também que A # —1. Além disso, como
os autovalores de P formam uma base ortonormal em rela¢ao a (-, )., e pelo Lema B2

sabemos que 1 é um autovetor, entdo (1,v), = Z 7(y)v(y) = 0. Com isso, obtemos

o) =) Plx.y)u()
yeQ
= D Playi) - Y r)e)
yeN yeN
_ Z [P!(z,y)o(z) — 7(y)o(y)]
yeQ
<Y IP @)@ - wl)e)]

< lollood [PH(.y) = 7(y)] = [[o]l2d().

ye
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Tomando z tal que |v(z)| = ||v||o0, temos
INl[vllee = [Mo(2)] < [v]lc2d(t) = [X| < 2d(2).
Logo, para o tempo de mistura t = t,,;.(¢€), vale

Abmia(€) < 9¢.

o1 R
Ou seja, 5 = —/\imm o implicando que

1
log (Z) < —tmiz(€) log .

Deste modo, segue que

Note que, para qualquer = € [0, 1], vale que —(1 — x)log(1l — x) < x, pois, se z = 0,
obtemos —(1 — 0)log(1 — 0) < 0, e para qualquer = € (0,1], & (—(1 — z)log(1 — z)) =
4 (1) = 1. Como 7, € [0, 1], entdo

dz

log(1 — x) 4+ 1, é sempre menor que

Ve = —(1 =) log(1 — 7).

Ou seja, temos que ———— < — ( i ), implicando em
log(1 — 1) Ve
1 1
L (T 3.7
log(1 — ) (% ) ( ) (37)

Utilizando a inequagao (B7) em (BM), obtemos

1
tmix >1 a_ tre -1 )
(€ 2 g (5 ) (o= 1)
como queriamos demonstrar. Il

Note que, os dois limitantes para o tempo de mistura apresentados nos Teoremas
B e B2, representam respectivamente um valor superior e inferior para as distancias de
probabilidade P(z,-) e 7(:) dentro de uma pardmetro €, que por sua vez, é um para-
metro estabelecido para que estas distancias de probabilidade em cadeias convergentes
se aproximem da distribuicao estacionaria 7. Além disso, temos que tais limitantes tém
uma relagao de proporcionalidade com o tempo de relaxamento visto que, quanto menor
o tempo de relaxamento, mais o limitante vai se aproximar do valor superior de con-
vergéncia. Por outro lado, quanto menor o tempo de relaxamento, menos o limitante se
aproximara do valor inferior de convergéncia. Para valor de tempo de relaxamento grande,

obtemos um resultado analogo.
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3.3 Limitantes na norma I

Para esta secao, encontraremos limitantes superiores para distancias entre probabili-
dades P(z,-) e 7(-) em cadeias do tipo reversiveis e transitivas. Para tanto, iremos utilizar
alguns resultados conhecidos do espago [P e da Probabilidade, como a Desigualdade de

Jensen, que pode ser encontrado em (DURRETT, 2010).

Definicdao 3.6. Dado o espaco vetorial RI®!, definimos a norma 1P(7) para cada p > 0,

lollp = | D _lv(@)Pa(x)

e

como
1/p

Definicao 3.7. Sejam P uma Cadeia de Markov com espago de estados € e distribuicdo
estaciondria m e X : Q — R uma varidvel aleatoria. Entao, a esperanca da varidvel

aleatoria com respeito a distribuicao de probabilidade ™ é dada por

= ZX(x)W(x)

zeN

Teorema 3.3. Seja P uma Cadeia de Markov reversivel com autovetores {vk}k 1, aSs0-

ciados aos autovalores 1 = Ay > Xy > ... > Ag| = —1 e base ortonormal com respeito a
(-;)x. Entdo
(i)

2

1€2]
— = Z ve (1)’ A3

k=2

P(x,-
MP%ao—ﬂ@TsH—i—l

()

2

(ii) Se P for uma cadeia transitiva, entao

Pt
4wwav—mesH (@,

Z A2

Demonstracao. Inicialmente provaremos um resultado importante para esta demonstra-
¢ao, em que veremos que a distancia entre as probabilidades P(x,-) e m(-) na norma [y é

menor ou igual do que na norma Iy, ou seja,

[1P(z,-) = 7()ll < |P(z,) — 7 ()2

Observe que, pela Proposi¢ao 2 e pela Definicao BH, vale que

2P, ) —7()lvr = Y _ |P(x.y) — 7(y)|

yeN

S ‘Ptxy) 1‘

yeN
_ ‘ P'(z,y)

)

1



3.3. LIMITANTES NA NORMA [o 37

Elevando ambos os termos ao quadrado, obtemos a igualdade
2

P ) = 7O = | 3 ) |20 | < EE0

g m(y) m(y)

2

(3.8)

1

Considerando 4|/ P!(x,-) — «(-)||* como uma esperanca e utilizando a desigualdade de
Jensen para X (x) = z*. Entao
- 2

WP ) = 7l = | Do nl | T

m(y)

L yeQ
[ [Py T
. ]
P'(z,y) |
<= |55 ‘1]
Z (y) ‘Pﬁ((xy,)y) -
— ‘ Pt(wa ) B ?
m(y) 2
Pelo Lema B2 item (), segue que
Pz P& S
HTJC} = D @ =) il (3.9)

Por fim, como a distancia em variacao total equivale a metade da distancia na norma
ly, segue que

2 2

Pt(xv )
(")

|5

Assim, temos, pelas equagoes (B) e (B1d), que

ZMP%uJ—ﬂ@TSH

(3.10)

1 2

9 |2

Pt
R }: 22,

concluindo assim o item ().
Para o item (), considere uma Cadeia de Markov transitiva. Entao pela Proposicao

3, temos que a distribuicao estacionaria 7w é uniforme. Logo, para quaisquer z,y € (2,

=) w(@)P'(x,y)

yeQ

= () Pl(x,y).

yeQ

vale
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Portanto, segue que

—ZPta’y%.

yeN

Como % é constante para qualquer estado de €2, dado que 7w é uma distribuicao

uniforme, entao segue que o lado direito da ultima igualdade também é constante para
quaisquer x,y € €. Logo, pela equagao (B9) e utilizando o resultado anterior, temos que

para qualquer z( € €2, vale

9

=) ) (3.11)

2 k=2

2

Ao somar ambos os termos da equagao (BI) para todo x € €2, obtemos

5 ’pia(:?, H2 Z;vk 1Az (3.12)

z€e
Note que o lado esquerdo da equacao é uniforme, entao bastar calcular a distancia

de separacdo apenas uma vez e multiplicar pela cardinalidade de €. Além disso, multi-

plicando e dividindo por 7(x) = Iﬂ\ o lado direito da equagao (BI2), obtemos

=1 D wle)n(a) | AR

2 k=2 z€Q

Como ||v||2 = 1, entdo a soma interior do lado direito da equacao também serd igual a 1.

Logo,
P! (130
’ A 3.13
B Z 313
Ao combinar as equangoes (B13) com (BI0), obtém-se o resultado desejado. ]

Nesta se¢ao, vimos dois tipos de limitantes superiores, um para cadeias reversiveis,
e o0 outro para cadeias reversiveis e transitivas. Note que sdo limitantes similares, de fato,
pois a demonstragao do item (i), decorre de alguns resultados construidos no item ().

Além disso, para cada item, podemos utilizar dois tipos de limitantes que sao equivalentes.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

O presente trabalho buscou apresentar um estudo sobre Cadeias de Markov associ-
ado a Teoria Espectral. O trabalho foi desenvolvido de forma progressiva, iniciando com
conceitos basicos de Probabilidade até conceitos mais elaborados que envolviam técnicas
de demonstragdes mais avancadas.

O estudo sobre autovalores, autovetores e produto interno foi bastante util para
criagdo de ferramentas que possibilitaram encontrar limitantes para distancia entre pro-
babilidades em determinados tipos de cadeia visto que, através destas ferramentas foi
possivel determinar limitantes superiores e inferiores para o tempo de mistura de cadeias
reversiveis, irredutiveis e aperiédicas. Além disso, para cadeias reversiveis, vimos outro
tipo de ferramenta que possibilitou encontrar limitantes superiores para distancia entre
probabilidades a partir dos autovetores e autovalores associados.

Conclui-se que o resultado deste trabalho foi bastante satisfatorio, dado que através
deste estudo foi possivel explorar o conteiido Cadeias de Markov em um tépico pouco
difundido. Além disso, foi possivel apresentar resultados matematicos claros e acessiveis
que permitiram um desenvolvimento e maturidade matematica bastante significativos

para este tépico de Probabilidade.
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