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Jogo dos discos na aprendizagem: uma experimentacao de trajetoria
hipotética em probabilidade

Disk game in learning: a hypothetical trajectory experiment in probability
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RESUMO

A Educacdo Matematica tem por objetivo mostrar caminhos para uma melhor compreenséo de temas e contetdos
gue usamos no dia a dia, mas que por varias ocasides, seja tedrico ou pratico, ndo conseguimos contextualizar,
bem como a dificuldade do professor de Matematica em trabalhar com sua classe as ideias de probabilidade no
cotidiano. Sendo assim, o presente artigo prop8e-se a descrever uma aula experimental realizada com alunos da
12 série do Ensino Médio do Colégio Adventista de Luis Eduardo Magalhaes, utilizando a temdtica do “Jogo dos
Discos”, explorada no decorrer do curso de Especializacdo em Matematica: Matem@tica na Pr@tica, a partir
da visdo das probabilidades, para definir caminhos, investigar possiveis consequéncias e avaliar outras
usabilidades. Tal proposta é pensada a partir do modelo de investigacdo matematica e da aprendizagem
significativa. Ao final, nossos alunos puderam enfim perceber que a probabilidade segue lado a lado com cada
cidaddo, e, que consequéncias podem surgir, a partir de suas escolhas.
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ABSTRACT

The aim of Mathematics Education is to show ways of better understanding topics and content that we use on a
daily basis, but which on many occasions, whether theoretical or practical, we are unable to contextualize, as well
as the difficulty mathematics teachers have in working with their classes on the ideas of probability in everyday
life. Therefore, this article aims to describe an experimental lesson carried out with students from the 1st grade of
secondary school at the Colégio Adventista de Luis Eduardo Magalhdes, using the theme of the “Disc Game”,
explored during the course of the Specialization in Mathematics: Matem@tica na Pr@tica, from the point of view
of probabilities, to define paths, investigate possible consequences and evaluate other uses. This proposal is based
on the model of mathematical investigation and meaningful learning. In the end, our students were able to realize
that probability goes hand in hand with every citizen, and that consequences can arise from their choices.
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INTRODUCAO

Os jogos estdo, constantemente, presentes no nosso dia a dia, pois, desde crianca,
participamos de jogos inocentes, tais como pique-esconde, queimada, bolinhas de gude dentre
outros. Assim, a medida que crescemos outros jogos nos acompanham, quer sejam eles fisicos,
como Banco Imobiliario, Jogo da Vida, Uno, Baralho, Detetive, quer sejam digitais, pelo uso
de celulares, notebooks, computadores de mesa, dentre outros. Nesta perspectiva, Grando

(2000) coloca que:

[...] os jogos, as brincadeiras, enfim, as atividades ludicas, exercem um papel
fundamental para o desenvolvimento cognitivo, afetivo, social e moral das criancas,
representando um momento que necessita ser valorizado nas atividades infantis.
(GRANDO, 2000, p.3)

No ambito do ensino, especificamente de Matemaética, os jogos sdo ferramentas para
que o aluno tenha uma melhor compreensao acerca do tema a ser estudado, bem como, contribui
no desenvolvimento das competéncias e habilidades necessarias. Desse modo, os PCN (1998,
apud Albuguerque, 2010), citam gue 0s jogos constituem uma forma interessante de propor
problemas, pois, permitem que, estes, sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a
criatividade na elaboragédo de taticas de resolucao e na busca de solugdes. Sendo assim, jogos
propiciam a simulacdo de situacGes-problema que exigem solu¢Ges imediatas, “o que
estimulam o planejamento das agdes, e, possibilitam a construcdo de uma atitude positiva
perante 0s erros, uma vez que as situacdes sucedem-se rapidamente, e, podem ser corrigidas de
forma natural no decorrer da agdo sem deixar marcas negativas”. (BRASIL, 1998, p. 47).

Sob essa 6tica é importante apontar que, a0 mesmo tempo em que o aluno pratica o jogo
imaginando que seja apenas um momento de reflexdo, ele necessita compreender todo o
contexto por tras de tal atividade. Assim, é neste momento em que o professor, como mediador,
precisa estimular a descoberta e o raciocinio-logico, bem como determinar os caminhos para
que tal atividade ludica tenha éxito. Nesta perspectiva, este trabalho pretende assim apresentar
um modelo de trajetdria hipotética de aprendizagem, voltada para o ensino de probabilidade,
gue nada mais é que a concepcdo de um modelo “ideal” de aula, proposto em seu plano e a
comparacao ao término dela, a partir do uso do Jogo dos Discos, apresentado inicialmente por
Paterlini e Caetano (2010). Ademais também se prop0e a trazer seus resultados, fazendo um

comparativo entre o que foi, previamente, planejado pelo docente, e, a trajetéria de
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aprendizagem desenvolvida pelo aluno durante a atividade, aqui adaptada para as turmas de 12

Série do Ensino Médio.
BREVE RESUMO HISTORICO DA PROBABILIDADE

A probabilidade surgiu diante da necessidade do homem em estudar os fenébmenos que
envolviam as possibilidades. Embora ndo saibamos qual o resultado que ira ocorrer num
experimento, em geral conseguimos descrever o conjunto de todos os resultados possiveis que
podem ocorrer diante dos experimentos aleatorios, como por exemplo lancar uma moeda e
observar sua face, langar um dado e observar o nimero da face de cima ou até escolher a carta
certa num baralho contendo 52. As variac¢des de resultados, de experimento para experimento,
sdo devidas a uma multiplicidade de causas que ndo podemos controlar, as quais denominamos
“acaso”.

Quando calculamos a probabilidade, estamos associando um grau de confianga a
ocorréncia dos resultados possiveis de experimentos, cujos resultados ndo podem ser
determinados antecipadamente. Assim, a probabilidade é a medida da chance de algo acontecer.
O calculo da probabilidade associa a ocorréncia de um resultado a um valor que variade O a 1
e, quanto mais préximo de 1 estiver o resultado, maior é a certeza da sua ocorréncia.

Em um fenbmeno aleatério, as possibilidades de ocorréncia de um evento sdo
igualmente provaveis, assim, podemos encontrar a probabilidade de ocorrer um determinado

resultado através da divisdo entre o nimero de eventos favoraveis e o nimero total de resultados

possiveis:
P(A) = n(A) _ mflzmeru de casos favor;f’we_is
n(Q) numero de casos possiveis
Sendo:

P(A): probabilidade da ocorréncia de um evento A.
n(A): nimero de casos favoraveis ou, que nos interessam (evento A).
n(Q): nimero total de casos possiveis, que também podemos chamar de espaco amostral.
O resultado calculado também é conhecido como probabilidade teérica.
Para expressar a probabilidade na forma de porcentagem, basta multiplicar o resultado
por 100.
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Para um mesmo experimento podemos definir muitos eventos e calcular a probabilidade
que ocorram. Ha alguns tipos especiais de eventos.

Evento certo: O conjunto do evento é igual ao espaco amostral, ou seja, possuem 0s
mesmos elementos, como no caso de uma delegacdo feminina de atletas, uma ser sorteada
ao acaso e ser mulher. Como a probabilidade é de 100%, o evento é certo.

Evento impossivel: O conjunto do evento é vazio. Imagine que temos uma caixa com bolas
numeradas de 1 a 20 e que todas as bolas sdo vermelhas. O evento "tirar um nimero maior
que 30" € impossivel, visto que o maior nimero na caixa é 20.

Evento complementar: Os conjuntos de dois eventos formam todo o espaco amostral,
sendo um evento complementar ao outro, como no cléssico experimento de langar uma
moeda. Aqui, o espago amostral é Q = {cara, coroa}.

Seja 0 evento A sair cara, A={cara}, 0 evento B sair coroa € complementar ao evento

A, pois, B={coroa}. Juntos formam o proprio espaco amostral.
Evento mutuamente exclusivo: Os conjuntos dos eventos ndo possuem elementos em
comum. A intersecc¢do entre os dois conjuntos € vazia.
Seja 0 experimento lancar um dado, 0s seguintes eventos sdo mutuamente exclusivos
A: ocorrer um numero menor que 5, A={1, 2, 3, 4}
B: ocorrer um nimero maior que 5, A={6}

H& indicios de que tais estudos comecam a ser desenvolvidos no periodo da Idade
Média, a fim de se compreender o que estava por tras dos chamados “jogos de azar”, que se
popularizavam na época. Desta maneira, a probabilidade também se tornou bastante Util na
compreensdo de fendmenos ocorridos ao “acaso”, e, muitos matematicos contribuiram para a
formagdo de tal conteddo, no desenvolvimento das teorias, e, nos avancos dos célculos
probabilisticos. Desse modo, sdo atribuidas aos algebristas italianos Pacioli, Cardano e
Tartaglia (séc. XVI), as primeiras consideragdes matematicas acerca dos jogos e das apostas.
Através de estudos aprofundados, outros matematicos contribuiram para a sintetizacdo de uma
ferramenta muito utilizada cotidianamente, dentre 0s mais importantes, pode-se citar: Blaise
Pascal (1623 - 1662), Pierre de Fermat (1601 - 1655), Jacob Bernoulli (1654 - 1705), Pierre
Simon Laplace (1749 - 1827), Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) e Lenis Poisson (1781 -
1840).
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As situacOes relacionando apostas no jogo de dados levantaram diversas hipoteses
envolvendo possiveis resultados, marcando o inicio da teoria das probabilidades como ciéncias.
Diante deste cenario € importante ressaltar que os alicerces da teoria do célculo das
probabilidades e da andlise combinatéria foram estabelecidos por Pascal e Fermat. As
contribuicbes de Bernoulli enfatizaram os grandes ndmeros, abordando as combinacdes,
permutagGes e a classificagdo binomial, Laplace formulou a regra de sucesséo e Gauss, por sua
vez, estabelecia 0 método dos minimos quadrados e a lei das distribui¢6es das probabilidades.
Atualmente, os estudos relacionados as probabilidades sdo utilizados em diversas
situagOes, pois possuem axiomas, teoremas e definigdes bem contundentes. Deste modo sua
principal aplicagdo diz respeito ao estudo da equidade dos jogos e dos respectivos prémios,
sendo sua principal aplicacdo destinada a Estatistica Indutiva, na acep¢do de amostra, extensao

dos resultados a populacdo e na previsdo de acontecimentos futuros.
O ACASO E OS JOGOS

Sdo considerados jogos de azar, jogos nos quais a possibilidade de ganhar ou perder,
nao dependem da habilidade do jogador, mas sim do “acaso”. O “acaso” foi definido por Viali
(2008, p. 144) como “[...] um conjunto de for¢as, em geral, ndo determinadas ou controladas,
que exercem, individualmente, ou, coletivamente, papel preponderante na ocorréncia de
diferentes resultados de um experimento ou fendmeno”. Ao nomear os jogos como jogos de
azar, ndo se pretende associar 0 jogo a "ma sorte"”, mas sim dizer, que o resultado dos jogos é
fruto do "acaso".

Segundo Coutinho (2007), os povos da Mesopotamia e do Egito antigo ligavam o acaso
a vontade dos deuses ou a outros fendmenos sobrenaturais. No entanto, alguns matematicos
procuraram compreender e definir o acaso, mas, o entendimento de que o acaso € um fenémeno
natural s6 ocorreu depois de um longo tempo. Segundo Viali (2008, apud Ricardo 2016), um
dos primeiros jogos que influenciaram o estudo da probabilidade foi o Tali, que era praticado
com o astragalo, um 0sso do calcanhar de um animal, semelhante a um tetraedro irregular, cujas

faces ndo eram idénticas e possuia os lados cdncavos, convexos, planos e sinuosos.
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Cada lado era numerado com valores diferentes: 0os maiores recebiam 0 3 e 0 4, e 0s

demais 1 e 6, enquanto os nimeros 2 e 5 ndo eram utilizados. A Figura 1, abaixo apresentada,

é um exemplo de astragalo, considerado o antecessor do dado.

Figura 1 - Astragalos e dados

Fonte: shutterstock.com (2022)

TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM, PROBABILIDADE E SUAS
RELACOES

A probabilidade é um, entre 0os mais variados topicos da Matematica, que podem ser
abordados, através do uso de jogos. Este relevante tema do ensino médio, que comega a ser
abordado no Ensino Fundamental Il merece uma atencdo especial, principalmente, por
estarmos inseridos em um mundo no qual somos, literalmente, bombardeados por
informacdes, graficos e tabelas cujas analises permitem e norteiam a tomada de decisdes
importantes. Nesse contexto, a probabilidade se torna um elemento forte e essencial a
formag&o do jovem. Sob essa Otica, Bernardes (1987) destaca:

E o ensino de Matematica se deve ocupar mais de uma forma de pensar do que de
uma forma de escrever formulas ou numerais, se 0 ensino da Matematica se deve
ocupar mais da tomada consciente de decisdes do que do estrito calculo, entdo a teoria
das probabilidades € fundamental. (Bernardes, 1987, p.13)

Diante disto, é importante destacar que o professor de Matematica precisa assim
compreender que, mais importante gue ensinar o contetido, é buscar 0s meios necessarios para
que o aluno desenvolva o senso critico, e que seja capaz de manipular e trabalhar com
informac0es, de acordo com as suas precisdes diarias. No entanto para que isto ocorra, €

necessario que o docente esteja bem preparado e tenha ao seu alcance todos 0s recursos
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disponiveis, criando assim um ambiente que proporcione todas as questdes favoraveis, tanto
para o desenvolvimento do docente, quanto para dos discentes.

E importante salientar que a probabilidade combinatéria é a mais conhecida e estudada
na educacdo basica, e o enfoque classico ou combinatério é aquele no qual a probabilidade é
representada como razao entre a quantidade de eventos favoraveis em funcdo da quantidade
total de eventos em tal situagdo, (LOPES & COUTINHO, 2009). Tendo como base esse quadro,
os professores podem criar meios pedagogicos para facilitar o processo de ensino e
aprendizagem.

Alguns estudos apontam facilitadores para o professor em sua rotina de ensino de
probabilidade. Cazorla e Santana (2010) mostram que probabilidade pode ser associada com a
estatistica, enquanto Van Der Walle (2009) mostra que associar a resolucdo de problemas com
elementos da probabilidade facilita bastante, inclusive na confrontacdo da teoria com a
experimentacdo. Neste sentido, Corbalan (2012) e Grando (2004) concordam que o ensino de
probabilidade, quando aplicado de maneira lGdica, torna-se um grande recurso na compreensao
do conteudo proposto.

E neste contexto que a Trajetéria Hipotética de Aprendizagem (THA), conceito
apresentado por Simon (1995), se apresenta como uma ferramenta que pode auxiliar o professor
nesse processo de ludo-aprendizagem, pois, a partir dela o professor pode prever situacoes
adversas que podem ocorrer durante 0 momento antes, durante e depois da atividade, bem como

da municéo para o docente planejar e embasar tais praticas no ambito escolar.
TRAJETORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAGEM

A ideia de Trajetoria Hipotética de Aprendizagem (THA), difundida por Simon (1995),
aponta o professor como foco principal para o planejamento de boas situacdes de aprendizagem,
baseadas em praticas construtivistas, juntamente, com a planificacdo do ensino. Desse modo a
planificacdo de ensino é o planejamento das acBes, metas e estratégias, bem como o tempo
necessario para desenvolver cada conceito. Este planejamento requer do professor
conhecimento de teorias para 0 embasamento das suas praticas em sala de aula e analise de
diferentes estratégias que promovam o aprendizado de novos conceitos e adaptacOes

necessarias para o aprendizado individual e coletivo:
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Uma THA ¢é uma construcdo pedagogica que propde caminhos de aprendizagem, na
qual, ao percorrer estes caminhos, o individuo constroi seu conhecimento buscando o
desenvolvimento de seu pensamento vinculado & investigacdo e atitudes para
realizacdo das tarefas. (MENOTTI, 2014, p. 19).

De acordo com essa ideia, o professor precisa planejar trajetdrias, caminhos, e
percursos, que imagina serem interessantes e potentes, para que seus estudantes consigam assim
atingir as expectativas de aprendizagem que estdo previstas para um determinado periodo da

escolaridade. Rosembaum (2010) explica o termo hipotético de acordo com duas perspectivas:

A que entende que o professor tem acesso apenas as hipoteses dos conhecimentos dos
alunos, isto é, ele ndo consegue acessar diretamente o conhecimento dos aprendizes,
e a outra perspectiva, que utiliza o termo hipotese para fazer referéncia ao prognostico,
a expectativa do professor, a respeito de como a aprendizagem sera processada pelos
alunos. (ROSEMBAUM, 2010, p. 27).

De acordo com Rosembaum (2010), Simon (1995) apresenta trés componentes que
constituem uma Trajetoria Hipotética de aprendizagem:

e Os objetivos do professor: contetdos, conhecimentos e habilidades que o professor
pretende desenvolver;

e As atitudes de ensino: as atividades a serem desenvolvidas para promover a
aprendizagem dos alunos;

e O processo hipotético de aprendizagem: hipéteses acerca do entendimento e dos
pensamentos desenvolvidos pelos alunos no desenvolvimento das atividades de

ensino.

Segundo Rosembaum (2010), para Simon o papel dos alunos e a interagdo entre

professores e alunos sdo fundamentais para a construcdo do conhecimento.

Quando os alunos comecam a exercer as atividades planejadas, o professor se
comunica com eles e os observa, que leva o professor a uma nova compreenséo das
concepgdes dos estudantes. O ambiente de aprendizagem evolui como resultado da
interacdo entre o professor e os alunos e como eles se envolvem no contetdo
matematico. [...] O professor pode apresentar uma tarefa. No entanto, é o que os alunos
fazem dessa tarefa e sua experiéncia com ela que determina seu potencial de
aprendizagem. (SIMON, 1995, p.32, apud ROSEMBAUM, 2010, p. 28).

Uma THA depende de tarefas matemaéticas para a promogao da aprendizagem, para
Menotti (2014), essas tarefas devem ser significativas, com objetivos claros e dependem de
algum conhecimento por parte dos alunos. Nesta perspectiva, o professor precisa assim estar

disposto a sempre buscar novos conhecimentos, refletir sobre suas a¢des e tomadas de decisoes,
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ser flexivel, e estar suscetivel ao novo, reformulando uma THA sempre que observar que 0s
alunos apresentam dificuldade no desenvolvimento de algum conceito abordado. Dessa forma

0 processo hipotético de aprendizagem deixa de sé-lo quando o aluno realiza suas tarefas.
TRAJETORIAS HIPOTETICAS DE APRENDIZAGEM NO PLANO DE ENSINO

De acordo com Gauthier et. al. (1998), o oficio do professor é composto por varios
saberes, no sentido figurado, a de um reservatério. Nesse sentido, o professor se abastece com
0 objetivo de responder as exigéncias advindas de sua pratica de ensinar. Para o autor, 0

reservatorio de saberes docentes é composto da seguinte forma:

saberes disciplinares — a matéria;

e saberes curriculares — 0 programa;

e saberes da ciéncia da educacao;

e saberes da tradicdo pedagogica — 0 uso;

e saberes experienciais — a jurisprudéncia particular;

e saberes da acdo pedagogica — o repertorio de conhecimentos do ensino ou a
jurisprudéncia publica validada.

Como qualquer profissional, o professor “age em fun¢do de ideias, de motivos, de
projetos, de objetivos, em suma, de intengdes ou razdes das quais ele estd ‘consciente’ e que
ele pode geralmente justificar” (TARDIF, 2014, p. 208). Sendo assim, dizemos que um dos
objetivos, deste, &€ oportunizar um processo reflexivo para que o aluno possa articular os saberes
advindos de sua vivéncia em sala de aula, com o conhecimento cientifico produzido da area da
Educacdo Matematica, em um contexto de pesquisa. Além disso, pode-se contribuir com a
formagdo do pensamento critico reflexivo, de modo que o aluno realize a articulagdo entre
pratica e teoria, fazendo assim o professor, da sala de aula da Educacdo Bésica (Ensino
Fundamental anos finais e Médio), um contexto a ser problematizado e reconstruido por meio
do pensamento analitico, que é possibilitado pela pesquisa.

Diante desse contexto, a Trajetoria Hipotética de Aprendizagem se configura enquanto
uma fundamentagdo tedrica pertinente para os objetivos almejados. Principalmente, pela

necessidade de articulacdo entre as intencbes do professor, para com a aprendizagem do aluno,
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seu plano para as atividades de aprendizagem, bem como a elaboracdo de hipéteses a respeito
do processo de aprendizagem da matematica dos alunos. Os processos de reflexdo gerados pela
realizacdo de uma THA contribuem para o trabalho docente mais racional, possibilitando, ao
professor alinhar suas agdes com os objetivos da escola, contribuindo assim com o cumprimento
da misséo social da instituigéo.

Desse modo com a elaboragdo de uma THA, o professor pode refletir sobre os saberes
disciplinares, e, a maneira como 0s compreende, bem como 0s objetivos de ensina-los,
mobilizando os saberes curriculares. Logo, podem-se questionar esses objetivos, rompendo
com estruturas que se tornaram muito sélidas com o passar do tempo no ensino da Matematica,
possibilitando, uma ressignificagédo de acordo com as demandas da sociedade atual. Portanto,
ele pode refletir sobre as tarefas matematicas pertinentes para alcancar os objetivos tracados,
pois estas tarefas podem ser adaptadas, sendo reestruturadas pelas hipoteses elaboradas pelo
proprio professor a respeito da maneira como compreende que seus alunos aprendem
matematica.

Sob este viés, o professor é levado a pensar sobre seus saberes experienciais e sobre 0s
saberes da acdo pedagogica, podendo ou ndo, articular esse processo reflexivo com os saberes
das ciéncias da educacéo, elaborando uma trajetdria que tem por objetivo explicitar a maneira
como os alunos ficticios, mas com lastro a perspectiva construida, podem aprender.
Considerando todas essas ideias, decidimos apresentar na turma de primeira série do Ensino

Médio um modelo ladico para compreensédo de probabilidade: O Jogo dos Discos.
O JOGO DOS DISCOS

Segundo Paterlini e Caetano (2010) o Jogo dos Discos surgiu na Franga no seculo XVIIl,
aproveitando-se dos ladrilhos dos pisos e paredes das residéncias, que davam a sensacao de se
tornarem gigantescos tabuleiros. Nisso, criancas se reuniam e jogavam moedas no chdo, com o
intuito de fazer a moeda parar completamente dentro dos ladrilhos, sem tocar nos lados. A regra
era simples: aquele que conseguisse tal feito, era o vencedor, seja por rodadas ou partida Unica.

Como mostra a ilustragdo da moeda A na figura 2:
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Figura 2 - Representacdo das moedas no jogo dos discos.

OL L @©

Fonte: Paterlini e Caetano, 2013

METODOLOGIA

Este experimento foi realizado de acordo com Bogdan e Biklen (1994), sendo a pesquisa
qualitativa e descritiva, exigindo do professor uma abordagem minuciosa, considerando, que
os fatos que acontecem ndo sao triviais, que as situacfes observadas, e, posteriormente,
descritas, apresentam potencialidades para a analise e a compreensdo do fenbmeno que se
procura estudar. Para estes autores, a descricdo € compreendida como um método de
recolhimento e de analise de dados, quando se tem por intuito apresentar os detalhes inerentes
ao fendmeno investigado.

Sendo assim, o desenvolvimento das acGes de implementacéo desta proposta se deu por
meio de investigagdo Matematica, com alunos da primeira série do Ensino Médio do Colégio
Adventista de Luis Eduardo Magalh&es, durante as aulas e alguns encontros em contraturno,
perfazendo um total de 06 aulas.

Diante deste cenario € valido pontuar que antes de iniciar as tarefas com os alunos, a
proposta de investigacdo foi, devidamente, apresentada & Coordenacdo Pedagogica, Servico de
Orientacdo Educacional e a Dire¢do. Sendo necessaria também a apresentacdo aos pais e
responsaveis, para que tivessem ciéncia das acOes e da necessidade da colaboracdo de todos,
por meio de autorizacdo para eventuais registros fotograficos.

Ademais, as acOes desta investigagdo foram realizadas sob a perspectiva da
aprendizagem significativa, com o intuito de conhecer e valorizar 0s conhecimentos da

comunidade escolar. A estratégia metodoldgica baseou-se na Trajetéria Hipotética de
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Aprendizagem (THA), propondo situacdes desafiadoras e significativas para o aluno e também

suas possiveis reacdes e respostas.
COMPOSICAO DA AULA

Antes de comegar o projeto, o professor precisa entender o contexto e prever possiveis
perguntas que podem surgir no caminho, como sugere a THA na visdo de Simon. Baseado
nisso, a aula partird do seguinte questionamento: “Uma escola estava a preparar uma Festa
Junina, e, foi pedido aos estudantes que bolassem um jogo para arrecadar fundos. Os
estudantes observaram que no pétio, onde seria montada a barraca do jogo, o piso era feito
com quadrados de 30 cm de lado. Pensaram entdo em construir discos com certo diametro d,
que seriam comprados pelos visitantes por R$ 1,00 (um real) cada. O visitante jogaria os discos
aleatoriamente no piso. Se o disco depois de pousar ficasse inteiramente no interior do piso,
sem tangenciar as bordas, ele receberia R$2,00 (dois reais), R$1,00 como devolugcdo e mais
R$1,00 como prémio. O problema dos estudantes consistia em determinar o diametro d dos
discos de modo que o resultado fosse favoravel aos formandos, sem prejudicar
demasiadamente os jogadores. Assim resolveram que um acerto de 60% favoravel aos
formandos seria razoavel ”.

Partindo do problema, abriremos um espaco para o debate entre os alunos, de forma a
chegar num consenso para a parte de aplicacdo, levando em conta todos os pontos abordados
pelos discentes. Posteriormente, iremos contextualizando o tema de probabilidade, fazendo
associacOes com a situacdo proposta e com outras do cotidiano dos alunos. Na aula seguinte, 0s
alunos faréo a preparagédo do jogo, usando cartolinas e moedas de didmetros variados para a
confecgdo. A seguir, os 24 alunos da turma realizardo o jogo, tendo a oportunidade de testar
todas as moedas possiveis.

Apobs a realizacdo do jogo, faremos uma nova rodada de debates e analises acerca dos
resultados obtidos e determinaremos um modelo que pode ser usado para chegar ao objetivo
proposto pelo problema. Por fim, concluiremos a ideia basica de probabilidade e trabalharemos
com exercicios complementares.

Neste topico, € importante que o docente fique atento aos eventuais questionamentos

que podem surgir durante a investigacdo, haja vista, que o grupo de alunos, por terem
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pensamentos diferentes, pode divergir quanto a forma de chegar ao objetivo. Nesta perspectiva
é importante valorizar o conhecimento significativo de cada aluno, deixando-o livre para propor
caminhos, levantar hipGteses, testar, e, se necessario, repetir todo o caminho, para uma boa

conducdo da aula.
AULA 01

Num primeiro momento, foi assim apresentado um breve histérico de como a
probabilidade ajudou a esclarecer davidas e resolver situagfes ao longo dos tempos, porém,
sem explicitar o nome do conteddo. A priori, 0os alunos ndo demonstraram muito interesse, por
se tratar de um tema ja visto no ano anterior, mas, por ser um tema que, costumeiramente, é
abordado no final do ano, juntamente com estatistica, alguns alunos comecaram a fazer
questionamentos abertos. Porém, assim que a pergunta base foi lancada, um siléncio tomou
conta da sala e nenhum aluno arriscou-se a responder, seja por medo de errar, ou por ainda
tentar compreender o que aonde a questdo queria chegar. Este siléncio foi interrompido com a
fala de uma aluna, que tentou deduzir o tema estudado.

Aluna M: “- Professor, por acaso nos ja estudamos esse tema? .
Aluno R: “- Ja sim, eu s6 ndo estou lembrado do que é agora”.
Aluna MP: “- Eu também ndo, e realmente ndo sei”.

Esse comportamento pode ser explicado da seguinte forma: por dois anos, os alunos
tiveram aulas nas suas casas, €, no contexto de urgéncia sanitaria, pelo qual foram obrigados a
ter aulas virtuais, muitos distratores contribuiram para o baixo, ou a ndo efetivacdo do
aprendizado em diversas disciplinas, com agravantes em Matematica, seja pela desmotivacgéo,
pela ndo assimilacdo do tema ou até mesmo pela auséncia de um momento presencial.
Associado a isso, a grade curricular chega por diversas vezes, apenas, com 0s temas que 0S
professores ‘julgam’ ser importantes, e contetidos como este, que, cOmo ja mencionado, sao
vistos apenas de maneira superficial, rasa, sem nenhum tipo de aprofundamento, apenas para
“completar o livro”.

Enquanto os alunos discutiam o que poderia ser, ou qual contetdo seria esse, chegaram

a conclusdo de que o problema se tratava de probabilidade, apds o professor contribuir com
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dois exemplos classicos: “o cara e coroa” e 0 jogo de dados. Apds este momento, ficou assim
combinado que o problema comegaria a ser desenvolvido na aula seguinte, para isso, a sala foi
dividida em 04 grupos, com 06 integrantes cada, e que cada grupo ficaria responsavel por trazer
cartolina e botdes de roupa, por determinacdo da escola, ndo foi possivel levar moedas para a

aula.
AULAS 02 E 03

Conforme combinado, os alunos deveriam trazer as cartolinas e os botdes para a sala de
aula, o que aconteceu. Antes disso, porém, os alunos deveriam entrar em consenso para definir
o melhor caminho para resolucédo, chegando a trés modelos: cartolina quadrada, medindo 33cm
x 33cm; meia cartolina, medindo 33cm x 49cm e cartolina completa.

Aluno C: “- Vamos supor que sejamos nés os alunos que estamos montando o

brinquedo. Eu acho quadrado melhor, porque é padrdo .

Aluno R: “- Eu prefiro o retangulo, pra deixar o jogo mais dificil pra quem joga. O
importante € nds arrecadarmos a maior quantidade possivel, e eu penso que o quadrado facilita
ainda mais para quem vai jogar.”

Diante do impasse, o professor fez a intervencéo, concordando com o aluno C no sentido
de que cada aluno deveria se transportar para a realidade do jogo, mas ponderou que 0
importante, ou seja, 0 jogo ideal seria: aquele promovesse a curiosidade em quem joga, mas
que também ndo fosse um bicho de sete cabegas e um prejudicial para os alunos. Feito isso,
decidiram em votacao qual seria 0 melhor modelo para a experimentacdo, sendo o modelo de
meia cartolina o vencedor. Logo em seguida eles apresentaram os botdes que trouxeram para a
sala de aula, representados na figura 03, sendo eles:

e Modelo 1, com 1,1cm de diametro;
e Modelo 2, com 1,5cm de diametro;
e Modelo 3, com 1,75cm de didmetro;

e Modelo 4, com 2,0cm de didmetro.
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Figura 3 - Botdes utilizados na confec¢éo do jogo.

Fonte: Autoria Propria, 2022

Apo0s a apresentacdo dos botbes, os alunos comecaram a colocar a mao na massa, ja
empolgados, esperando o desfecho do caso. Com a orientacdo do professor, cada grupo pode
definir a medida de lado para a confecgdo do “piso” do jogo. Porém, todos concordaram de usar
o lado 3cm como padrdo e, partindo deste ponto, descobrir o melhor cenario. Durante a
producdo, alguns alunos ja comentavam algumas possibilidades, como o tamanho dos botGes e
a utilizagdo dentro do jogo.

Aluno R: “- Mo¢o, todo mundo vai dizer que o botdo azul ¢ o melhor, quer ver?”.

Aluna G: “- Eu digo que ndo, sabe por qué? Porque o botdo azul € muito levinho, e se
vocé soltar ele vai pra onde quer .

Aluno R: “Pior, né? Mas ainda acho que sim. Repare”.

Assim que todos 0s grupos construiram seus tabuleiros, ficou definido que na aula
seguinte, eles realizariam o experimento, ja tendo ciéncia o tamanho dos botdes e dos “pisos”

feitos. A figura 4 ilustra como ficou um dos tabuleiros.
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Figura 4 - Modelo de tabuleiro construido pelos alunos.
Fonte: Autoria Propria, 2022
AULA 04

Neste ponto, era chegado o momento aguardado pelos alunos, e, ap6s varias aulas
formulando conjecturas e ideias, chegara a hora de por o plano em pratica. Ficou assim
acordado que cada grupo teria a oportunidade de trabalhar com os 04 tipos de botéo, trazidos
pelos alunos, em que cada grupo lancaria 20 vezes cada conjunto de 05 botdes e depois trocaria
com outro grupo, da distancia que o grupo achasse interessante dentro do perimetro da sala, até
que todos os botdes fossem utilizados por todos os grupos e que cada conjunto tivesse ali sido
lancado 400 vezes.

Para isso, cada grupo recebeu uma tabela, na qual deveria preencher, em cada caso,
quantos botdes atenderam ao objetivo proposto pelo jogo, o botéo cair inteiramente dentro do
guadrado. Ao mesmo tempo, outros integrantes dos grupos partiram para tentar moldar a forma
algébrica da situacdo proposta, visando encontrar o melhor caminho. Assim, 0S grupos se

reuniram e comecaram a lancar os botdes no tabuleiro, conforme a figura 5.

Figura 5 - Grupos realizando os langamentos no tabuleiro

Fonte: Autoria Prépria, 2022
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Estas aulas foram reservadas para a discussao e analise dos resultados com os alunos

em sala de aula. Um fato interessante que chamou a atencdo, é que todos os alunos tiveram

bastante dificuldade em relacionar o lado do tabuleiro com o didametro dos botdes, mesmo

sabendo que néo teria tanta interferéncia no resultado do jogo.

Um dos grupos tentou assim partir para a resolugdo algébrica, porém se confundiu no

momento que encontrou as duas respostas, demorando, a perceber que um dos valores era

menor que o didmetro usado nos langcamentos. Outro grupo sentiu dificuldades em achar a

distancia ideal para fazer o langamento com qualidade, sendo que, da distancia inicial de 1,5m,

eles reduziram para 1,25m e posteriormente para 1m. Ao final da contagem, chegamos aos

seguintes resultados, como mostra o quadro 1, nenhum dos botGes alcangou indice proposto na

situacdo problema, porém os alunos notaram que o botdo 2 foi 0 que chegou mais préximo:

Quadro 1 - Tabulacéo de dados apds os langamentos.

Tipo de botéo

Lancamentos feitos | Langamentos favoraveis

Porcentagem favoravel

Botdo 1 (1,1cm) 400 272 68%

Botdo 2 (1,5cm) 400 138 34,5%
Botdo 3 (1,75cm) 400 118 29,5%
Botédo 4 (2,0 cm) 400 87 21,75%

Fonte: Autoria Propria, 2022

Os estudantes entdo entraram em uma discussao:

Aluno D: “- Nesse caso a solugéo seria procurar um botdo com tamanho entreo 1 e o

2, ja que eles tiveram resultados mais proximos do que desejamos ”.

Aluna AC: “- Eu acharia mais vantajoso mudar o tamanho do piso, assim poderiamos

manter os botBes e apenas realizar novas divisoes .

Ap0ds estes e outros questionamentos, todos chegaram a concluséo de que o tamanho do

botéo, associado com o tamanho do lado do quadrado, influenciam diretamente no resultado do

jogo. Entéo, chegou 0 momento de formalizar algebricamente a questdo. Conforme mostra a
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figura 6.1, sdo pequenas as chances de se formalizar algo caso o botdo pare em uma dessas

posicdes.

Figura 6 - Modelo de orientacéo para os calculos
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Em contrapartida, se os alunos perceberam que ha uma relagéo entre os centros de cada

% |

L

circunferéncia, o calculo poderia se tornar mais compreensivel

Figura 7 - Modelo de orientacdo para os calculos dos alunos
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Apdbs apresentar e comprovar para os alunos a certeza de suas convicgoes, e, sabendo,
que eles precisariam obter éxito de 60% na construgdo da atividade, chegamos ao seguinte

calculo: P(d) = (LL—d)— f—j—ﬁ + 1, onde L corresponde ao lado do quadrado, d

corresponde ao diametro do bot&o e P corresponde ao percentual de éxito. Assim que a conta

foi apresentada, um dos alunos identificou que se tratava de uma equacao de 2° grau “que
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poderia ser feita por delta ¢ Bhaskara”. Um dos alunos do grupo que trouxe o botao 04 logo se
preocupou dizendo que “o quadrado para o caso do grupo dele seria gigantesco”. Com a formula
pronta, eles decidiram calcular o tamanho do lado para tal caso, considerando um ganho de 60%

e com o botédo tendo 2cm de diametro:

Figura 8 - Calculos referentes a uma das situacdes propostas.
P= 607 =< 0k

O, e MRS 15 I |

Fonte: Autoria Propria, 2022

Apos a resolucdo, cada grupo ficou responsavel pelos calculos referentes aos botdes, e,
posteriormente, a adaptagdo do “novo piso” a ser usado pelo jogo. Logo em seguida, o tema

Probabilidade foi, completamente, abordado e atividades complementares foram enviadas.

RESULTADOS

Diante das aulas realizadas, pudemos chegar a conclusao de que teoria e pratica, mesmo
com todos 0s recursos possiveis, ainda estdo num patamar um pouco distante do que se imagina.
Durante a realizagdo do projeto de investigagdo, muitas situages acabam fugindo do nosso
controle, e, é funcdo do professor estar preparado para lidar com isso. Enquanto o professor
esta no seu momento de preparacdo, ele imagina tudo na maxima perfeicao, desconsiderando,

por exemplo, o que o aluno traz de bagagem de contetdos para agregar a aula. E isso ficou
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explicito durante a aula, na qual por muitas vezes os alunos se perdiam no caminho e o
professor, enquanto mediador, precisava dar dicas e recoloca-los no lugar de pensamento e

reflexdo.

A vantagem de preparar o terreno de maneira antecipada para a investigacdo é, que as
surpresas se tornam mais previsiveis, por assim dizer, fazendo com que o professor, ao se
antecipar, garanta seguran¢a a sua aula, e assim, dando municdo para o aluno explorar sem
medo, as possibilidades que por ventura aparecerem. Desse modo, num contexto de aula
inédita, o professor fica muito mais a vontade para conduzir o trabalho com os discentes, além
de ter a oportunidade de ouvir todas as proposicdes e apontar formas objetivas e concretas do
aluno obter sucesso em sua investigagao.

Dentro do contexto, os alunos aproveitaram 0 momento da interagdo para compartilhar
mais ideias, ter liberdade de usar o seu conhecimento para obter sucesso nos problemas e
questionamentos que o grupo oferecia, além de propiciar um ambiente mais solidario, ouvindo
os colegas, debatendo e formulando possiveis respostas em prol do momento.

Diante deste cenario um detalhe que chamou atencdo foi a dificuldade inicial em
compreender o que o problema apresentava, fato que ocorre em diversos momentos, seja pelo
receio em descobrir o novo, ou simplesmente por ndo querer se arriscar. Nesta perspectiva, uma
abordagem inicial bem feita € a chave para toda e qualquer investigacao, seja ela matematica
ou ndo e o fato de ser um jogo de “sorte ou falta dela”, faz com que o aluno quebre essa barreira
e busque do seu jeito entender as regras para depois praticar.

A acdo do jogo dos discos foi motivadora para os alunos, pois, muitos deles durante as
aulas seguintes alegaram que o assunto ficou mais compreensivel, e, que probabilidade
“comegava a fazer sentido” na sua vida. Desse modo varios acreditavam que lidar com
probabilidade era apenas ver as chances de moeda, dados ou bolas, que sdo as situagfes mais
recorrentes no dia a dia do conteudo, e, ficaram surpresos quando descobriram que aquele
problema nada mais era do que probabilidade simples.

Sob este viés, outro fato interessante foi de que sempre ha alunos que, normalmente,
fazem as atividades, apenas, por fazer, ndo se importando tanto com o que acontece. O efeito
jogo, fez com que esses alunos atuassem mais, diretamente, na resolucdo e nos problemas.

Durante a aplicagdo, um desses alunos levantou a hipotese de que haveria chances de cair numa
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equacdo de segundo grau, ou funcdo quadratica, dada a complexa relagdo entre os lados do
quadrado e o diametro dos botbes, fato que ficou comprovado durante a discussdo dos

resultados.

Por outro lado, a investigacdo mostrou que existem lacunas que ainda precisam ser
preenchidas, tais como célculos com nimeros decimais, porcentagens, e equagdes de 2° grau.
Nesse sentido, outra constatacdo observada é de que o experimento apresenta falhas quando
mais de 05 botbes sdo lancados de uma Unica vez. Um dos grupos tentou lancar 10 botdes e o
resultado foi que os botdes se espalharam tanto, a ponto de quase todos sairem do espago
delimitado para o jogo. Desse modo, em quase todas as situagdes, 0s grupos precisaram refazer
os lancamentos a fim de obter valores para a investigacdo. Em algumas ocasifes 02 com o0s
botdes menores, e 01 com os botbes do modelo 2, conseguiram abrir parametro para 0s
resultados.

Durante a discusséo, 0s questionamentos dos alunos abriram precedentes para outras
abordagens, como por exemplo, a probabilidade geométrica. No Ensino Médio, o ensino de
probabilidades se restringe ao caso finito, e os problemas séo basicamente de contagem de casos
favoraveis e casos possiveis.

Existem, entretanto, problemas muito simples e interessantes de probabilidades no qual
0 espaco amostral possui a situacdo do exemplo usado na construgdo desta investigacao
matematica. E isso sO se tornou possivel gracas a curiosidade dos alunos em situagdes onde o
botdo tangenciava um ou dois lados do quadrilatero proposto, isso foi abordado fazendo
referéncia a outros casos.

Nesta perspectiva, na pratica, existem iniUmeros problemas em que € preciso estimar a
probabilidade de um evento, mas ndo se pode calcula-la. Qual é a probabilidade de um avido
cair? Qual é a probabilidade de que um carro seja roubado? Qual é a probabilidade de que um
estudante, entrando numa universidade, termine seu curso? Respostas para esses problemas tém
imensa importancia e, como nao podemos calcular essas probabilidades, tudo o que se pode
fazer é observar com que frequéncia esses fatos ocorrem.

Dessa maneira, com um grande nimero de observagoes, dividindo o nimero de vezes
que determinado fato ocorreu pelo nimero de observacdes feitas, obtém-se uma estimativa da

probabilidade desse evento. Num panorama geral, a aula possibilitou a abertura de novos
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horizontes, e contribuiu para desenvolver nos discentes 0 gosto pela investigacdo e pela
resolucdo de problemas. Tanto que varios deles, ao final da pesquisa, j& queriam que outros
problemas semelhantes surgissem e, cogitando usar 0 jogo na pratica durante a Feira de

Ciéncias da escola.

CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho, foi apresentada a importancia que a probabilidade tem no Ensino
Basico e, por consequéncia, a investigacdo matematica como forte aliada na resolucéo de problemas.
Além disso, foi assim mostrado como o professor pode se preparar para conduzir uma investigacao a

partir do viés da Trajetéria Hipotética de Aprendizagem.

Dessa maneira, como visto, a THA tem diversas semelhancas com um plano de aula comum,
mas com um adicional: ao invés de um plano simples de aula, ela também convida o educador a viajar
pelo desconhecido, pelo mundo de hip6teses, suposicOes e possiveis respostas positivas ou negativas
durante a realidade.

Durante o planejamento, foi possivel imaginar o quanto nos, enquanto educadores, pensamos
em como pode ser divertido, e, a0 mesmo tempo, uma verdadeira incognita, pois o preparo implica em
perguntas como: sera que tudo isso que relatei realmente acontecerd? E se eles conseguirem
rapidamente? E se ndo conseguirem? Sendo assim, esse € o real objetivo: uma hip6tese. Se realmente
acontecerd, sO o dia a dia na sala de aula mostrara e para um professor em inicio de carreira, é algo que
podera ser bastante proveitoso e, a0 mesmo tempo, objeto de aprimoramentos, conduzindo a diversas
reflexdes no prdprio cotidiano.

A vista desta problematica é importante ressaltar que n&o existe uma forma unica de lidar com
a Matemaética, e 0 uso de jogos é um recurso que, sob nenhuma hipétese deve ser desprezado pelo
professor. Elas devem ser apresentadas como uma alternativa que tem como objetivo principal
favorecer o ensino do aluno, além de ser um fator gerador de motivacao e interesse. Sob essa Gtica que
desenvolvemos a atividade do “Jogo dos Discos” com os alunos da primeira série do Ensino Médio do
Colégio Adventista de Luis Eduardo Magalhdes, reintroduzindo o conteldo de probabilidade,
normalmente visto as pressas ou de maneira rasa, de forma diferente do que é habitualmente trabalhado.

Por fim, acreditamos que este trabalho trara relevancia pois, atividades de investigacéo induzem
o professor a sair de sua zona de conforto e se enveredar em caminhos desconhecidos, na busca de
alternativas que facilitem o trabalho com probabilidade. Além disso, a introducdo das THA no contexto

investigativo entra como uma forma de contribuir para a suavizacdo dessa ruptura entre o
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tradicionalismo e o0 modelo préatico de resolugdo de problemas. Ademais, acreditamos que este trabalho

contribui para outros professores que desejam seguir por este caminho.
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